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Предисловие редактора перевода 

Предлагаемая книга посвящена проблеме определения прибли- 
женных решений уравнений в частных производных. Авторы изла- 
гают собственный опыт в разработке методов определения при- 
ближенных решений, приобретенный ими в Университете Южной 
Калифорнии (Лос-Анджелес) на факультете: математики и техники. 
Методы основаны на идеях динамического программирования, 
принципа инвариантного погружения и квазилинеаризации. Эти 
идеи подверглись в последние годы интенсивной разработке кол- 
лективом ученых названного научного центра, работающих под 
руководством Р. Беллмана. В книге демонстрируются эффектив- 
ность этих идеи, многие важные свойства и преимущества, которые 
они имеют в сравнении с идеями, лежащими в основе других из- 
вестных методов; оценивается возможность реализации предла- 
гаемых вычислительных алгоритмов на ЭЦВМ. 

Важная особенность книги в том, что она снабжена большим 
количеством упражнений, работа над которыми будет не только 
содействовать лучшему и более глубокому усвоению читателем 
материала книги, но может представить также и самостоятельный 
интерес. 

Стиль изложения материала хотя и не безупречен, подкупает 
своей простотой и доступностью. Многие из читателей, убедившись 
в практической полезности предложенных схем, пожелают затем 
самостоятельно заняться поисками их строгих математических 
обоснований, которые авторы зачастую опускапот. 

В книге почти нет ссылок на литературные источники многих 
стран и это является серьезным упущением; достаточно полно пред- 
ставлены лишь американские публикации. 

В целом книга безусловно представляет научный и педагоги- 
ческий интерес для широкого круга читателей — научных работ- 
ников, преподавателей, аспирантов и студентов, занимающихся 
математической физикой, вычислительной математикой, пробле- 
Мами управления и переходными процессами в замкнутых систе- 
мах с распределенными параметрами, а также проблемой иденти- 
фикации этих систем. 

А. М. Летов



Предисловие 

Одна из основных задач современного математического анализа 
состоит в создании вычислительных алгоритмов для численного 
решения уравнений в частиых производных всех типов. Для осу- 
ществления этого необходимо обладать целым набором самых раз- 
нообразных методов. В этой книге мы хотели прежде всего пока- 
зать, что динамическое программирование и инвариантное погру- 
жение позволяют построить весьма мощные методы решения 
линейных дифференциальных уравнений параболического и эллип- 
тического типов, заданных в регулярных и нерегулярных областях. 
Решения нелинейных уравнений можно получить, воспользовав- 
нтись методом квазилинеаризации, который можно объединить 
с Указанными выше методами для изучения задач идентификации 
и обращения. Весьма важным является то, что понимание этих 
злгоритмов не вызывает затруднений; они легко программируемы 
и просты в употреблении. 

Мы хотим поблагодарить Джона Касти, Дэйва Коллинза, 
Нестсра Дистефанои Арта Лью за весьма ценные советы и замечания, 
сделанные при подготовке рукописи. Мы особенно признательны 
Джону Тодду из Калифорнийского Технологического института, 
прочитавшего рукопись со свойственной ему пунктуальностью. 
Благодаря своей обширной эрудиции и богатому опыту в этой обла- 
сти он сделал мпожество ценных указаний, что в значительной 
степени способствовало улучшению как содержания книги, так 
и характера изложения. Во время подготовки рукописи Эдвард 
Энджел работал на факультете электротехники и вычислительной 
техники Калифорнийского университета в Беркли. 

Р. Беллман, 3. Энджел



Глава 1 

Введение 

Главная цель книги заключается в применении идей и методов 
теории динамического программирования для анализа и численно- 
го решения уравнения Лапласа 

и» + Uyy =O = (1) 
с граничным условием 

и (х, у) = Е(х, у), (a, y EY, (2) 

где Г — граница области А, которая может иметь довольно нере- 
гулярный вид, как, например, на рис. 1. 

Г 
  

Рис. 1 

В настоящее время известно множество различных методов 
решения задач такого рода, которые хорошо работают при тщатель- 
но оговоренных условиях. Однако все они, не исключая, разуме- 
ется, и методов, изложенных ниже, обладают различными недо- 
статками. Это обстоятельство и побуждает к постоянному поиску 
новых подходов. Аргументы за и против этих методов обсуждаются 
в соответствующих местах книги. 

Различные вариации основного подхода и основного Уравнения 
приводят к другим методам и уравнениям, представляющим само- 
стоятельный интерес. Эти вопросы также обсуждаются ниже. 
'Геперь перейдем к изложению основной идеи. 

В вариационных задачах, включающих функции одной пере- 
менной, скажем задачах минимизации функционала 

т 

Л (и) = | g(u, u’) dt (3)



при ограничении и (0) = с, фундаментальный результат заключа- 
ется в том, что минимум . (и) зависит от величин си Г. Будем 
поэтому считатьси Г переменными, удовлетворяющими услови- 
ям T >On ~— wow <c «< о, и запишем: 

f(c, T)=min J (vu). (4) 

Исходная вариационная задача таким образом сводится к зада- 
че получения Уравнения для ] (с, Г). В этом заключается подход 
теории динамического программирования: мы погружаем конк- 
ретную задачу с фиксированными значениями с и Г в семейство 
задач, в которых с и Г представляют собой области. Затем. мы вы- 
водим соотношения, связывающие различные элементы этого се- 
мейства задач. 

Уравнение для ] (с, Г) можно получить, рассматривая процесс 
минимизации как многоэтапный процесс решения, в котором выбор 
функции на сегменте [0, 7] разбивается на выбор по подсегменту 
[0, $] и последующий выбор по подсегменту [5, 71,0 <; < Г. 
Таким образом, 

min = min min. = (5) 
u€(0, T] we€L[0, s] u€[s, T] 

С помощью принципа оптимальности легко преобразовать это соот- 
ношение в функциональное уравнение для ] (с, Г). Положив далее 
$ —> 0, получим дифференциальное уравнение в частных производ- 
ных. Подробно это обсуждается в гл. 3. 

Аналогичные рассуждения проходят и в многомерном случае. 
Эдесь мы используем тот факт, что в случае двух переменных урав- 
нение в частных производных (1) является уравнением Эйлера 
для квадратичного функционала 

Iu) = | w+upar, (6) 
R 

который носит название функционала Дирихле. Как и выше, мы 
можем рассматривать процесс минимизации 7 (и) как многошаго- 
вый процесс решения, в котором выбор функции и (2, У) на мно- 
жестве В подразделяется на выбор функции но области А: и затем 
по области В — В,. Это приводит к равенству 

шш =шш min. (7) 
иЕВ — чЕВ1 чЕ(В-В) 

Различные способы выбора области А. приводят К множеству 
интересных и полезных результатов. Так, например, если В — 

прямоугольная область, то мы можем выбрать в качестве В, пря- 
моугольную полосу (рис. 2). Это приводит либо к рекуррентному 
соотношению, либо к дифференциальному уравнении», Gon mM 
сти от способа дискретизации и от того, выбрано ли 11 оесконечно



малым или нет. Если область К имеет форму, показанную на рис. 3, 
то А, можно выбрать, как указано на рисунке, и решение уравне- 
ния, заданного на области В = А, + В., можно определить в тер- 
минах решений на более простых областях Ry uw Ro. 

Все эти вопросы мы будем более подробно рассматривать в по- 
следующих главах и приведем численные приложения. Однако. 

  

R,       

              
Puc. 2 Рис. 8 

мы че будем затрагивать соответствующих вопросов, CBABAHIIBIX: 
с решением аналогичных уравнений на круговых и сферических. 
областях. 

Перейлем теперь к краткому изложению содержания отдельных 
глав. В гл. 2 мы рассматриваем задачу минимизации квадратичного: 
фуипкционала " 

Г 

F(a) =| ((e', 2") +(2, АО de (8) 
0 

с помощью классического подхода вариационного исчисления. 
Это приводит к уравнению Эйлера 

x" —A (thx =0 (9) 

с различными граничными условиями, зависящими от условий, 
первоначально наложенных на х. Там же обсуждаются некоторые: 
вопросы, возникающие при численном решении. В конце главы 
приводится краткое описание методов Рэлея — Ритца и Бубно- 
ва — Галеркина. Это мощные методы решения линейных уравне- 
ний в частпых призводных, возникающих в математической физике: 
и технике. Их недостаток заключается в том, что они сводятся к ре- 
шению системы линейных алгебраических уравнений большой раз- 
мерности. 

Мы касаемся вопросов такого рода потому, что различные спо- 
собы дискретизации преобразуют функционал Дирихле в функцио- 
нал типа (8) и приводят, таким образом, к уравнениям, аналогич- 
ным (9). 

В гл. 3 излагается применение метода динамического програм- 
мирования к минимизации функционала J (x) u K минимизации его



дискретного варианта 

N 

a [(21-м — п, Lnt1—ZXn) + (Zn, AZzn)]|.- (40) 

На этом пути мы сталкиваемся с уравнением Риккати и его диск- 
ретным аналогом. 

Глава 4 посвящена уравнению Лапласа, функциям Грина и раз- 
личным процедурам дискретизации. Глава 5 содержит более под- 
робное обсуждение применения динамического программирования 
к дискретному случаю. 

В гл. 6 описаны некоторые приложения теории инвариант- 
ного погружения к решению линейных уравнений в частных про- 
изводных. Преимущество такого подхода состоит в том, что он при- 
меним к линейным уравнениям более общего вида, которые не обя- 
зательно вытекают из вариационного принципа !). 

В гл. 7 подробно обсуждается применение описанных ранее 
методов к нерегулярным областям, агл. 8 посвящена отдельным 
специальным методам, которые можно применять для регулярных 
областей. 

Теория динамического программирования приводит к неко- 
торым нелинейным уравнениям в частных производных, описы- 
взющим непрерывные процессы решения. Эти уравнения легко 
решаются численно с использованием аналогичных уравнений, 
описывающих соответствующий дискретный процесс решения. 
Это предполагает соответствующую процедуру для другого типа 
уравнений в частных производных. Для иллюстрации этой идеи 
в гл. 9 рекуррентное соотношение 

v(z, t+ A) =v(x+v(z, )A, A, t =0, A, 2A,..., (44) 
используется для изучения уравнения 

Ut = UU (12) 

и родственных вопросов. 
Параболическое уравнение (уравнение теплопроводности) 

И: = Ихх + Uyy (43) 

изучается в гл. 10 с помощью преобразования Лапласа, сводящего 
его к уравнению эллиптического типа, которое затем изучается 
с помощью описанных ранее методов. Значение и далее определя- 
ется с помощью численного обращения преобразования Лапласа. 

  

т) Вариационный принцип заключается в том, что данное дифферен- 
циальное уравнение (вместе с условиями на границе) можно рассматривать 
как необходимое условие минимума некоторого функционала. В тех случаях, 
когда подобный функционал может быть построен и его минимум существует, 
решение данного дифференциального уравнения может быть найдено при 

минимизации этого функционала прямыми методами. — Прим. ред.



Наконец, в гл. 44 методы последовательных приближений 
и квазилинеаризация применяются для решения нелинейных 
уравнений. 

На протяжении всей книги мы касаемся как в высшей степени 
интересных аналитических вопросов, так и столь же интересной 
проблемы получения численного ответа на численно сформулиро- 
ванный вопрос с помощью разумно упрощенных регулярных мето- 
дов и прозрачных вычислительных программ. Мы постоянно под- 
черкиваем, что эти два типа проблем тесно взаимосвязаны. Анали- 
тический подход следует оценивать исходя из того, является ли он 
полезным с вычислительной точки зрения или нет. С другой сторо- 
ны, построение вычислительных методов часто требует привлече- 
ния новых аналитических процедур.



Глава 2 

Авадратичные вариационные задачи 

1. Введение 

В этой главе мы хотим рассмотреть некоторые наиболее важные 
классические методы решения линейных дифференциальных урав- 
нений и квадратичных вариационных задач. Отчетливое понимание 
тех результатов, которые будут получены, даст возможность при- 
менить к тем же самым задачам принципиально иной подход, 
а именно динамическое программирование. Однако с самого нача- 
ла следует ясно указать, что все методы сталкиваются с определен- 
ными трудностями. Эти трудности различны для различных 
методов. 

Прежде всего рассмотрим задачу минимизации скалярного 
квадратичного функционала 

J(u) = | (аа (1) 

при ограничениях и (0) = си, и (Т) = с. и М-мерный аналог этой 
задачи, т. е. задачу определения минимума функционала 

T 

У (2) = \ [(z’, z’)+(x, A (t) x)] dt (2) 

0 

при ограничениях х (0) =с, х(Т) = 4. Нашим основным инстру- 
ментом при этом будет уравнение Эйлера. 

Далее коротко рассмотрим методы Рэлея — Ритца и Бубнова — 
Галеркипа. Все три указанные процедуры в конце концов сводятся 
к решению систем линейных алгебраических уравнений со всеми 
вытекающими отсюда осложнениями. 

2. Вариационный подход 

Предположим, что существует функция и, такая, что и и и’ при- 
надлежат классу Г? (0, Т), функция и удовлетворяет граничным 
условиям и доставляет абсолютный минимум функционалу J (м). 
Наша цель состоит в получении необходимых условии, которым 
функция и должна удовлетворять. Этим необходимым условием



является уравнение Эйлера, которое в данном случае будет и доста- 
точным. 

Поступим следующим образом. Пусть и — другая функция, 
принадлежащая вместе со своей производной классу Г? (0, Т) 
и такая, что г (0) =v (T) = O. Тогда при любом действительном 
функция и -+ #6 удовлетворяет исходным граничным условиям 
и вместе со своей производной принадлежит Г? (0, Г). Рассмотрим 
функционал 

т 

J (u+ ev) =J (u) + &J (v) 4-2e | [ши а (и аь (1) 
0 

который, по предположению, обладает абсолютным мипимумом, 
достигающимся при $ = 0. Этот факт приводит к вариационному 
условию 

T 

\ [w’'v’ + q (ft) uw] dt=0 (2) 
0 

мля всех и, обладающих описанными выше свойствами. 
Интегрируя (2) по частям, получаем 

—^ 

t - т 

g (ty) u (t,) dt, | + | шо’ — | g (ty) u (4) dt, | dt=0. (3) 
о 0 

Uv 

Проинтегрированный член исчезает, поскольку в (0) = v(T) = 0. 
«Следовательно, для любой постоянной сз 

T t 

| и’ |3 4-u' — | (¢,) u (4) dt, | dt = 0, (4) 
0 0 

Выберем 

vp’ =¢,-+u' — \ q(t) u (ts) dty, v(0)=0, (5) 
. 

где сз определяется из условия и(Т) = 0. Тогда (4) приводит 
х соотношению 

t 

си’ — | 4 () и (в) dt, =O (6) 
0 

почти всюду. Слова «почти всюду» можно заменить на «всюду». 
Таким образом, (6) приводит к уравнению Эйлера 

и" — (и =0, и(0=а, и (ТГ) = со. (7)



3. Положительная определенность, существование 

и единетвенноеть решения 

Нетрудно показать, что если функционал . (и) положительно 
определен, то уравнение (2.7) имеет единственное решение. В самом 
деле, если имеются два решения, то существует решение 0, такое, 
что и (0) =в(Т) =0. Рассмотрим тогда выражение 

T T 
0= | v (v' —q (t)v) dt =v" — ( [22-9 (0) ] &= 

0 0 
в T 

—0— | [22-9 (0 1 4, (1) 
0 

что противоречит предположению о положительной определенно- 
сти /, если г не равно тождественно нулю. 

То, что (2.7) имеет решение, следует из изложенного ниже. 

4. Вычислительные аспекты 

Пусть 1. и и. — фундаментальное решение задачи (2.7), т. е. 

м (0) =1, из (0) = 0, 

(1) 
и. (0) = 0, и. (0) = 1. 

Запишем 

и = али: - Agus, (2) 

где а: и а. определяются из условий 

Cy = @1, сз = ии. (Т) + али. (Т). (3) 

Положительная определенность функционала / (и) гарантирует, 
что и. (Т) 5-0, как указано в разд. 3, поэтому а1 и а› определены 
однозначно. Фундаментальное решение находим численным инте- 

грированием уравнения (2.7) с соответствующими начальными 
условиями. 

5. Векторно-матричный случай 

Рассуждая аналогичным образом, рассмотрим задачу минимиза- 
ЦИИ 

T 

T@=VUe', “+2, А 91, (1) 
0 

где матрица А (#й положительно определена. Будем предполагать, 
что д (0) = с, х(Г) =4 их’ 6 Г? (0, Т). Поступая, как ранее,



получим вариационное уравнение 

x” —A(t)xa=0, х(0) =с, т(Т) =а. (2) 

Аналогично тому как это было сделано в разд. 3, можно доказать 
что это уравнение обладает единственным решением. 

Однако вычислительные аспекты требуют тщательного ана- 
лиза. Точно так же, как и в скалярном случае, запишем 

x= X,(t)at X, (t) Dd, (3) 

где Х, и Х., — фундаментальные матричные peWeuuA ypaBuesuA 

xX” —A (i) X = 0, (4) 

т. е. решения, для которых соблюдаются условия 

Х! (0) = Г, X, (0) = 0, 
(9) 

X,(0) =0, Х: (0) =Г, 

иаир — постоянные векторы, определяемые из граничных усло- 
BUM, описанных в (2). Эти условия приводят^к уравнениям 

c=a, d=X,(T)a+ X,(T)b. (6) 
Можно показать, что матрица Х. (7) невырожденна, если вос- 

пользоваться методом, описанным в разд. 2, который нетрудно 
распространить и на этот случай. 'Гогда а и 6, а, следовательно, 
их (1, однозначно определяются из (2). Однако для определения 6 
требуется решить систему линейных алгебраических уравнений, 
что является, как правило, довольно сложной задачей. Трудности 
особенно усугубляются в тех случаях, когда размерность вектора а 
и число 7 велики. 

Тот факт, что 7 велико, означает, что Х. (Т) близка к вырож- 
денной матрице '). Если еще пи (Х.) велико, то это приводит 
к тому, что трудно обеспечить достаточную точность численного 
решения. Подробное обсуждение этих вопросов можно найти в ли- 
тературе, приведенной в конце главы. 

Это является тем самым камнем преткновения для регулярных 
методов решения систем линейных дифференциальных уравнений 
большой размерности, который побуждает к постоянному поиску 
новых методов решения линейных уравнений в частных производ- 
ных и квадратичных вариационных задач. 

1) Пусть Л (Х»(Т)) — детерминант матрицы Х. (7). Тогда близость этой 
матрицы к вырожденной означает следующее: сколь бы ни было мало число 
ё > 0, всегда найдется такое число 7*, что | А (Х.(Т)) | < &, коль скоро 
T > 7Т*.— Прим. ред.



6. Метод Рэлея — Ритца 

Опишем кратко два из наиболее мощных методов, позволяю- 
щих избежать трудностей, указанных в предыдущем разделе. Нач- 
нем с метода Рэлея — Ритца. Рассмотрим функционал 

7 

J (a)= | (2, x) +(2, AG a) at (1) 
0 

с граничными условиями х (0) = с, х (Т) = 4 и используем вспо- 
могательную функцию 

> Х = > bn Qn (2). (2) 

Мы можем считать фь скалярами, а 6, — векторами, и наоборот. 
В любом случае будем считать фь известными функциями, а бк — 
неизвестными, удовлетворяющими только граничным условиям. 

Тогда 
® 

J (1) = J (b,, bo, о ® 09 м)» (3) 

и минимизация теперь должна происходить по 6». Это приводит 
к системе линейных алгебраических уравнений порядка М, если 
р; — скаляры. Если М < №, то эта задача значительно проще 
исходной. 

Если мы не хотим использовать граничные условия, то можно 
построить новый функционал 

7 (х, №, №5) = J (x) + № (2 (0) —с, 2 (0) — с) + 
+ dp (x (T) —d, «(Т) — а), (4) 

где Л. и A. — параметры Куранта и Ay, A. > 17). 
Успех применения данного метода определяется прежде всего 

Удачным выбором последовательности {ф„ (1)}, основанием для 
которого в каждом конкретном случае служит некая смесь мате- 
матических рассуждений, физической интуиции и вычислитель- 
ного опыта. | 

7. Метод Бубнова — Галеркина 

Вместо решения уравнения Эйлера 

д” А()х=0, (0) =с, =(Т) =а (1) 
рассмотрим задачу минимизации функционала 

Т 

71 (2) = \ ("A 2, 2” —A(t)a) dt (2) 

=
 

1) В отечественной литературе параметры Куранта обычно называтот 
«коэффициентами штрафа», а соответствующий метод —«методом штрафных 
‘функций». Подробнее см., например, Н. Н. Моисеев, «Численные методы 
в теории оптимальных систем», «Наука», М., 1971.— Прим. перев.



по таким х (1), что граничные условия соблюдаются, и интеграл 
в (2) существует '). Теперь для отыскания минимума используем 
метод Рэлея — Ритца. 

Иногда удобно вместо J (x) ввести в рассмотрение смешанное 
выражение 

Jo (x) = J (x) + Wi (2), (3) 
где ^, — параметр Куранта. 

ЛИТЕРАТУРА И КОММЕНТАРИЙ 

Разделы 1-—-5. Подробное обсуждение этих задач и ряд дополнитель- 
ных ссылок можно найти в работе 

Беллман '(ВеЙтап В.) 

Introduction to the mathematical theory of control processes, I: Linear 
equations and quadratic criteria, Academic Press, New York, 1967. 

В качестве введения к методам регуляризации по Тихонову см. 

Беллман, Калаба, Локетт (Bellman R., Kalaba R., Lockett J.) 

Numerical inversion of the Laplace transform, Amer. Elsevier, New 
York, 1966. ° 

Paszdenti 6—7. 

Bennman (Bellman R.) 

Methods of nonlinear analysis, v. 1, Academic Press, New York, 1970. 

т) Существование интеграла гарантируется, если функция х такова, 
что х”’Е 12 (0, Т).— Прим. ред.



Глава 3 

Динамическое программирование 

1. Введение 

В этой главе мы хотим рассмотреть некоторые приложения тео- 
рии динамического программирования к вариационным процес- 
сам, описываемым дифференциальными или разностными урав- 
нениями. Особенно изящные результаты получаются для квадра- 
тичных функционалов, сопряженных с линейными уравнениями 
состояния. Более того, к счастью, именно такие задачи встречают- 
ся в множестве различных ситуаций. Использование этих резуль- 
татов для вычислительных целей обсуждается в следующих главах. 

2. Разностные уравнения 

Пусть д, п = 0, 1, 2, есть К-мерный вектор состояния, опре- 
деляемый рекуррентно из разностного уравнения 

Inti= & (Zp, Уп), Фо — С, (1) 

где у, есть Г-мерный вектор управления. Во многих случаях L = 
= К. Будем считать, что множество векторов управления {y,, } 
выбирается таковым, что минимизирует критерий (или функцию 
«дохода»), 

N 

J {in}, {yn}) = 2 h (in, Yn)- (2) 

Это определяет детерминированный процесс управлення дискрет- 
ного типа. Предполагая, что задача поставлена корректно в том 
смысле, что минимум достижим, легко показать, что в интересных 
для нас случаях функция 

rain J ({tn}, {Yn}) =f (C) (3) 

ompenenena nua pcexcu N = 0,1,2, ... . Bunuo, что 

fo (ce) = min й (с, и, (4) 

причем во многих случаях эта функция определяется довольно 
легко. 

В этом заключается фундаментальная идея погружения, кото- 
рая будет детально рассмотрена в главе, посвященной инвариант-



ному погружению. Нри решении конкретной задачи с заданными 
значениями с и № мы стремимся получить функциональное урав- 
нение для функции /}х (с), которую считаем зависящей от си №. 

3. Функциональное уравнение 

Как было отмечено выше, функция ]о (с) определяется выраже- 
нием 

fo (c) = minh (e, y). (1) 
| у 

С учетом этого определения мы намереваемся получить рекуррент- 
ное соотношение (т. е. другое разностное уравнение), связываю- 
щее {ина (с) с {х (с). Теоретически это должно привести к конст- 
руктивному способу получения последовательности }м (с). Прак- 
тически же, как мы увидим в дальнейшем, здесь остаются неко- 
торые неясные моменты. Аддитивность критерия в (2.2) позволяет 
легко получить желаемое соотношение. 

Имеем 

feast (c) = main J ({z,}, {yn}) = 

n=0, 1, 2," ... М-1 

= шш min J ({xn}, {yn}) = 
Yo {Ут} 
n=1,2,...,N41 

N+4 
= min min [h (zo, Yo) + a й (5», Уп) | = 

Yo и} 

ма 

—min[h(c, yo) + min >) h (an, yn)l. (2) Yo {y,} п=1 

Если вспомнить определение fy (c) UW учесть, что хо = сид = 
= £ (Xo, У0) = # (с, Yo), то правую часть (2) можно переписать 
в виде 

min [h (c, yo) +f (8 (с, у))1. 
v9 

Носкольку }м--1 (с) здесь не зависит от ус, то мы можем опустить 
индекс при уо и записать полученное уравнение в более простой 

форме 

ма (с) = min [h (c, y) + fy (g (c, y))I, N=0,1,.... (3) 
и 

Это и есть фундаментальное рекуррентное соотношение, опре- 
деляющее как последовательность {м (с) }, так и оптимальные зна- 
чения управляющих переменных.



А. Принцип оптимальности 

Функциональное уравнение (3.3) немедленно вытекает из рас- 
смотрения процесса, как многошагового процесса принятия реше- 
ний и применения принципа оптимальности из теории динамиче- 
ского программирования. 

Принцип оптимальности. Оптимальная политика обладает 
тем, свойством, что, каковы, бы, ни были начальное состояние и при- 
нятое начальное решение, последующие решения должны, составлять 
оптимальную политику относительно состояния, возникшего в ре- 
зультате первоначального решения. 

Часто применимость этого принципа оказывается очевидной, 
в чем можно убедиться доказательством от противного. Такова, 
например, ситуация в случае задачи, сформулированной выше. 
Однако во всех случаях необходимо прежде всего убедиться в его 
применимости. 

5. Нестационарный случай 
= 

Во многих важных случаях функции, входящие в описание 
критерия, зависят от времени, что означает, что / имеет вид 

№ 

J zn}, {Yn}) = 2 hy (Ln, Yn); (1) 

где каждая функция зависит от состояния. 
Для решения задач такого типа с использованием уже описан- 

ных понятий мы рассматриваем задачу в обратном времени и вво- 
дим функцию 

N 

min > hy (хп, Уп) — ФЕ (с), (2) 
{y,,} n=k 

определенную для Ё = 0,1,2,..., Ми — < <с < - о. Здесь 
№ фиксировано, а значение К, соответствующее начальному момен- 
ту времени, меняется. Теперь легко определить функцию фм (с). 
Она имеет вид 

фм (с) = шт Йм (с, у). (3) 
у 

При этом рекуррентное соотношение для фм (с) таково: 

Фь (с) = шт [hp (c, y) + фыьна (6 (с, y))I, 
у 

k=0,1,..., N —1. (4) 

6. Случай квадратичных функций 

Функциональные уравнения существенно упрощаются в слу- 
чае квадратичного критерия и линейных уравнении состояния. 
Рассмотрим, например, задачу минимизации квадратичного функ-



ционала | 
М 

J ({zn}, {у„}) = 2 (zn, Ах») + (Yn, By,)], (1) 

где хиу связаны уравнением 

7п41 = 2, + Су», io =e т). (2) 

Предположим, что 4 и Б положительно определены, так что мини- 
мум существует. Как и ранее, запишем 

фм (с) = min 7 ({х„}, {Yn}), (3) 

считая, что эта функция определена при — © <c <oo, N = 
= 0, 1,2, .... Учитывая (3.3), получаем 

fes (C) = min [[(c, Ac)+-(y, By)]+-fx (e+Cy)], М№М=0, 1,..., (4) 
и 

где 

to (c) = min {(¢, Ac) +(y, By)]=(e, Ac). (5) 

Остается упростить выражение (4) и получить, таким образом, 
некоторые соотношения, более удобные с аналитической и вычис- 
лительной точек зрения. Для этой цели мы явно используем тот 
факт, что {м (с) является квадратичной функцией от с: 

фм (с) = (с, One), (6) 

где матрица Ох не зависит от с. 
Квадратичный характер {м (с) вытекает из линейности обычных 

вариационных уравнений. Во всяком случае, это легко показать, 
используя индуктивно соотношение (4), как это сделано ниже. 
Используя (4) и (6), получаем ‹ 

(с, Окс) = шип Це, Ас) + (у, Бу) + 

-- (с - Су, Ом (е + Су). (7) 
Суть дела заключаехся в TOM, что минимум в правой 

части и соответствующее значение вектора у легко определяются. 

1) Мы пользуемся обычным скалярным произведением для представле- 
N 

ния квадратичных форм. Так, (а,6 ) = »\а:6;, где а; и В; — Ее компоненты 
1—4 

N 

аи В соответственно, поэтому (1х, 4х) = У, a;;¢;c;- Мы используем 21, х>, 
ij=! 

..., а, 12, ... Для обозначения последовательности векторов, чтобы избе- 
жать необходимости двойной индексации.



Это значение у является линейной функцией от с. При подстанов- 
ке этой функции в правую часть (7) попучим некоторую другую 
квадратичную форму от с. Приравнивая соответствующие коэф- 
фициенты, получим рекуррентное соотношение, связывающее (7 ху 1 
и Ох- Более подробно это рассматривается в следующей главе 
в связи с некоторой вариационной задачей, представляющей 
для нас особый интерес. 

УпраАЖНЕНИЯ 
м 

1. Рассмотрим задачу минимизации J ({u,}) = >, (ила — 
п = 0 

— u,)* + unl, rye шо = с. С помощью замены переменных пока- 
зать, что fy (c) = min J = rye’. 

U 

2. Используя указанную выше процедуру, получить рекуррент- 
ное соотношение, связывающее гу и Гнл--1- 

3. Показать Далее, что По гу существует, и определить его 
-> ©O 

величину. 
4. Показать непосредственно, что Гх < Гм+а, что {гк} равно- 

мерно ограничена и потому сходится при м — ©. 

5. Рассмотрим функцию }(с) = min > Lun + (uy, — Uy-1)7], 

Ис = с. Показать, что } (с) = min [c? + (v — су + f(v)], mn затем 

определить Г» непосредственно. 
6. Пусть [ (0) = Ои] (с) аналитична по с; определяется ли ] (с) 

из функционального уравнения однозначно? 
7. Показать, aro min [(z, Ax) — 2 (xz, y)] = — (y, Avy). 

x 

7. Свертка минимума 

Те же идеи можно использовать для получения более общих 
результатов. Введем функцию двух переменных 

фм (с, а) = min J ({2n}, {Yn}), (1) 

где х„ удовлетворяет двум ограничениям 

Xyo=C, Ху=а (2) 

и, кроме того, х и у связаны соотношением 

Ly = h (Zn, Yn) . (3)



Запишем 

M+N M м 

Quin (c, d)=min{ >; J=min[ >:+ > |- (4) 
y n=0 n=0 n=M+1 

Выберем некоторое значение хм, скажем хм= 2. Тогда из (2) сле- 
дует . 

Фм-ым (с, а) = пищ [фм (с, =) + Фм (2, 4}]. (5) 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Вакие необходимы изменения, если функции g (x, y) зависят 
от и? 

2. Рассмотреть квадратичный случай и использовать (5) для 
вывода рекуррентного соотношения, выражающего Гм+ м через 
Гм И гл, где гм определено так же, как в упражнениях в конце 
предыдущего раздела. 

8. Снособ сокращения необходимых вычислений 

Во многих случаях требуется определить {м (с) или Фи (с) 
только для некоторого конкретного значения №. Если М велико, 
то может оказаться более эффективным воспользоваться соотно- 
шеннями из разд. 7 вместо соотношения (3.3). Так, например, из 
(7.5) вытекает 

Фьм--1 (С, d) = min [Pon (c, 2) -- Фом (2, d)], (1) 

что позволяет довольно быстро вычислить Фи, фо, Dy, Pg, -.- - 
Для вычисления {к (с) можно использовать соотношение 

fem (Cc) = min [фм (с, =) + Л» (2)]. (2) 

УПРАЖНЕНИЕ 

Получить соответствующее рекуррентное соотношение, если 

fy (c)=min J (wu). 

9. Дифференциальные ‘уравнения 

Рассмотрим задачу минимизации функционала 

Т 

I(x, y= \ hee, y) ae, (1) 
0



где х и у связаны дифференциальным уравнением 

= 8 (2, И), 2 (0) =с. (2) 

Опять-таки предположим, что задача корректно поставлена, 
и положим 

min J (x, y) =f(c, 1). (3) 
5 y 

Запишем 
т взр т 

НЕ ‘ 
0 о 95 

= 

Предположив, что 9 мало, получим приближенное функциональное 
уравнение 

7 (с, T) = min [h (c, 5 5+ Т(с- 56 (с, 2), Т- 5] + O (S*), (5) 

где z= y (0). 
Ilepexoys K upefeny upu S— 0, получаем нелинейное урав- 

нение в частных производных 

{т = min [h (ec, 2) + (g (c, 2), grad f)] (6) 

с начальным условием } (с, 0) = 0. 

10. Квадратичный случай 

Результаты значительно упрощаются, когда функция й(х, y) 
квадратична по хиу, ае (т, у) линейна. Рассмотрим, напри- 
мер, задачу минимизации функционала 

т 

$ (2) = \ [(x’, x’) 4+ (x, Ах] ар, (1) 

0 
£ 

где А — положительно определенная матрица и х (0)= с. Ясно, 
что 

(с, Г) = min J (x) = (с, Е (Т) ©), (2) 

где А (Г) зависит только от Г. С другой стороны, из (9.6) следует, 
что 

r = min [(z, 2) + (c, Ac) + (z, втаа 1). (3) 
Правую часть (3) легко минимизировать по 2. В результате 

минимизации получаем 

z = (—grad f)/2, (4) 
г = (с, Ас) — [(grad f, grad f)/4l. (5)



Подставляя (2) в (5), получаем обыкновенное дифференциальное 
уравнение 

R' (1) =A — R?(T), В (0) =0. (6) 
Это уравнение Риккати. 

Воспользовавшись соотношениями (2) и (4), получаем 

1" (0) =2= В (Т) с, (7) 
т. е. требуемое начальное условие. 

11. Минимизация с ограничениями 

Запишем 

т 

min \ h(u,u’, t)dt=f (a, b;.S, 7), (1) 
“ 8 

где и подчинено условиям и (5) = а, и (ТГ) = 6. Тогда, как и выше, 

(а; 5, Г) = шш [[ (а, с; 5, В) + | (с, 6; Е, ТУ], SRT. (2) 

Если функция Й квадратична по и ии’, то } квадратична по а и 6: 

f(a, 6; 5, Г) = ага. ($, Г)  2абт» ($, Г) - Вг»» ($, Г). (3) 

Используя (2), можно получить функциональные уравнения для 
Г;; (5, Г). 

УпрАЖНЕНИЕ 

Получить эти функциональные уравнения. 

12. Тридиагональные матрицы 

Рассмотрим задачу решения системы линейных уравнений 

Ax =, (1) 

где А — симметричная тридиагональная матрица *), т. е. 

а; =0, [1—1] > 1. (2) 

1) То есть матрица вида | 411 4420 ... 0 

(21 °. ’. 0 

0’. °.°. 0 

° . . - т, п 
00... ал, п-1 @пп . —Прим. ред.    



Если матрица А положительно определена, то решение систе- 
мы (1) эквивалентно минимизации квадратичной формы 

Q (x) = (x, Ах) — 2 (с, а). (3) 

Для упрощения записи введем обозначения 

а; = а, Bi = Q, i444 = Qi, 7-4. (4) 

Тогда (3) можно переписать в виде 

2 ' fad 

Q (x) — 4d, + 28.5172 —= 0/22 ы +. 2Bo%ox5 —- eee ot 

4- 2Вь-1 п -+ от, — 2617 — сот —_.... т 2CnZn- (5) 

я 

Пусть Оь (1, 2) задано соотношением 

О (т, 2} = 0405 4 2B yr 4yrq-+ .. . 4 2Вьать-ахь + 

нах — 221 — 2CoHe— .. . — 2222p, k=1,2,.... (6) 

Наконец, eupenenum f;, (z) как 

Ёь (2) = min O;, (x, 2). (7) 
[x4, XQ, .. 09 ху 

Ясно, что поскольку 

Q (x) — Qn (т, сл), (8) 

TO fn (cn) представляет собой минимум квадратичной формы О (2). 
Применяя только что описанные методы, легко проверить, что 

fr (2) =min [O,rp— 22%, + fra (Ch-1+Bn-1, Хь)], (9) 

где , 

fi (2) = 27/a4. (10) 

Более того, можно показать, что {№ (2) является квадратичной 
функцией 2 

fa (2) = 1,2" + 28,2 + th, (11) 

что позволяет получить рекуррентные уравшения для определения 
коэффициентов Га, $4 и &. Большая часть материала, изложенного 
в последующих главах, основана на матричных формулировках 
этих результатов. 

УпраАжЖнЕНИЯ 

1. Доказать (9). 
2. Найти рекуррентные уравнения для коэффициентов Гь, 8, 

и &. Использовать эти результаты для вывода рекуррентного 
уравнения для ху.
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Глава 4 

Уравнения эллиптического типа 

1. Введение 

Рассмотрим в этой главе некоторые вопросы, связанные 
с решением уравнения Лапласа: 

Ихх Ни = 0, (т, у) ЕД, (1) 

u=g(z,y), (z yer, (2) 
где Г — граница области А (рис. 1). Мы хотим выявить связь этой 

(Ty) в Рис. 1 

\, 
задачи с задачей минизации квадратичного функционала 

D(u) = \ e+ uj ar, (3) 
R 

обычно называемого функционалом Дирихле, и обсудить ряд дру- 
гих родственных вопросов. 

Во многих случаях задача минимизации такого квадратичного 
функционала может быть эффективно решена с помощью методов 
типа Рэлея — Ритца, и это представляет собой один из итерацион- 
ных способов решения уравнения Лапласа !). Мы будем пользо- 
ваться иным подходом, основанным на дискретизации, — подходом, 
обладающим в некоторых случаях определенными преимущест- 
вами. 

Кроме того, коснемся функций Грина, связанных с неоднород- 
ным уравнением 

Ихх Uyy = h (x, y) (4) 

и уравнением более общего типа 

Ихх Е Uyy А +, у) u=h (x, y)- (5) 

  

*) См. примечание на стр. 132.— Прим. ред.



2. Уравнение Эйлера 

Легко можно показать, что уравнение Лапласа является вариа- 
ционным уравнением, связанным C D и). Положим и = 0 на Г, 
так что функции и ии -| © удовлетворяют на Г одним и тем же 
граничным условиям '). Тогда 

D(u+v)y=D(uy4+D(v)+2 \ (U,V,+U,v,y) dR. (1) 
$ 

Применив теорему Грина, получаем, что третий член в правой 
части (1) исчезает, если и удовлетворяет уравнению Лапласа. 
Следовательно, если и удовлетворяет (1.1), то справедливо нера- 
венство 

D(u+v)>D(u) — (2) 
для любого и =Е 0. Таким образом, если (1.1) и (1.2) обладают реше- 
нием, то оно единственно, поскольку любое решение минимизиру- 
ет О (и) 3). 

С другой стороны, можно показать, что 0) и) достигает мини- 
мума на классе функций и, таких, что их, и, Е Г, и и удовлетворя- 
ет заданному граничному условию. Далее можно показать, что 
минимизирующая функция определяется уравнениями (1.1) и (1.2). 

Таким образом, задачи решения уравнения Лапласа и миними- 
зации функционала Дирихле Р (и) эквивалентны. Поэтому мы 
секонцентрируем внимание на задаче минимизации. 

3. Неоднородный и нелинейный случай 

Из предыдущего следует, что задача решения неоднородного 
уравнения 

Use -- Муу = Йй (т, у), и(х, у) = 0, (xz, y) ET, (1) 

эквивалентна задаче минимизации функционала 

(= | +421 2, уцав (2) 
В 

при ограничениях и = 0 на Г и их, Uy Е Г? (В). 
Аналогично, задача решения уравнения 

Их + Uyy + K (x, y)u = 0 (3) 

1) Предполагается, что и доставляет минимум функционалу D (u), a v 
есть ее вариация, принадлежащая тому же множеству функций, что и функ- 
ция и.— Прим. ред. 

2) Функционал Д (и) достигает минимума в единственной точке, из чего 
и следует единственность решения.— Ирим. перев.



эквивалентна задаче минимизации 

D> (u) = \ (и +-ui—K (2, yu) dR, (4) 
R 

если ОД. (и) — положительно определенный функционал. Доста- 
точным условием для этого является выполнение неравенства 
шах | К (5, у) | < М, где ^, — минимальное характеристическое 

R 
число задачи 

Une + Uyy tdu=0, u=O0, (zy) EL. 

Наконец, решению нелинейного уравнения 

$ И хх + ии — В (и) =0 (5) 
соответствует задача минимизации функционала 

\ (uw, + uj, + 2g (u)) dR, (6) 
R 

где 5’ (и), = И (и). Этот случай будет подробнее рассмотрен в гла- 
ве, посвященной квазнлинеаризации. 

4. Функция Грина 

Решение неоднородного уравнения 

Ихх -- Uyy = h (1, у}, и = 0, (х, у) ЕГ (1) 

мозкно представить в виде 

и — | К (х, у, м4, ys) h (a4, ys) aR. (2) 

R 
Ядро К называется функцией Грина для данного ‘уравнения 
и заданного граничиого условия. 

Известно, что в предыдущем случае К < 0,— результат, кото- 
рым мы впоследствии воспользуемся. Однако выведем это фунда- 
ментальное свойсяво непосредственно из соответствующей вариз- 
ционной задачи. 

5. Одномерный случай 

Для иллюстрации метода доказательства начнем с простейшего 
случая одной переменной. Покажем, что решение задачи 

u" + Е(ди=ь (9, и(0) =и(Т) =0, (1) 
неотрицательно па отрезке [0, 7], если Й (#) отрицательна и квадра- 
тичный функционал 

T 

Ju) = | (wg и) @ (2) 
0



положительно определен для функций, удовлетворяющих опи- 
санным выше граничным условиям. 

Если это утверждение справедливо, то (1) является уравнением 
Эйлера, соответствующим минимизации функционала 

T 

Лии = \ fu®—g w+ 2h) ude. (3) 
0 

Решение задачи (1) доставляет абсолютный минимум функционалу 
(3) на классе функций, удовлетворяющих граничным условиям 
и таких, что и’ Е [2 (0, Т). 

Предположим, что сформулированное утверждение неверно, 
т. е. что непрерывная функция и отрицательна на некотором 
отрезке [а, 6] (см. рис. 2). Здесь может быть а = 0 или В = Г. 

Рис. 2 = 

VY NZ 

0 NY T 

Рассмотрим повую функцию и, определенную как 

ри, t é la, bl, (4) 
v= —U, ЕЕ [а, 6]. 

Эта новая функция, возможно, имеет разрывную производную 
при {Е = аи Е = БЬ, но тем не менее она такова, что VW’ Е Г? (0, Т) 
и г удовлетворяет граничным условиям. 

Запишем 
T 

лш=| = 
0 с 5 

где 5 = [0, 7] — [а, В. Ясно, что интеграл по © не меняется при 
замене и на у. С другой стороны, поскольку Й (1 < 0, мы видим, 
что интеграл по [а, 6] уменьшился. Таким образом, 

Та (5) < Л, (и). (6) 

Это противоречит тому, что и доставляет абсолютный минимум 
функционалу /,. Поэтому и > 0 на [0, Т]. 

Поскольку 

b 

(+1, (5) 

T 

u (t) = \ K (t, t) h(t.) dt, (7) 
о 

и h (é) — произвольная отрицательная функция, то из неотрица- 
тельности и вытекает, что функция Грина К ($ В) неположительна 
при 0 < & < Т, что и требовалось доказать.



УпраАЖНЕНИЯ 

1. Доказать, что в действительности K (t, 4.) отрицательна 
npn O<t, 4, < fT. 

2. Посредством аналогичных рассуждений показать, что 
К (К й) обладает интересным вариационным свойством; см. Белл- 
mau P. (Bellman R.) On variation-diminishing properties of Green’s 
functions, Boll, Un. Mat. Ital., 16 (1961), 164—166. 

3. Показать, что тех же результатов можно ожидать, если 
рассмотреть задачу минимизации функционала 

т 

я Уз (м) = | [u’? + (u — h)?*] at. 
б 

Почему это можно интерпретировать как «сглаживающую» 
операцию? 

4. Провести предыдущие рассуждения для уравнения 
eg 

u" —u— 28 =h(t), u(0) =u(T) = 

5. Что можно сказать о решении уравнения 

u" —e“ =h(t), u(0) =u(T) = 

если Й (1 > 0? 
_ 6. Показать, что подобными рассуждениями можно получить 

аналогичный результат для разностного уравнения 

Unti — Вии -- Иа + QnUn = Mn, п =1,2,..., М — 1, 

Ug = Un = O, 

соответствующего минимизации функционала 

N-1 

i [ (Un44 —Un)* — QnUn + 2hypUy]. 

6. Двумерный случай 

Тот же способ доказательства можно использовать и для 
более высокой размерности. Рассмотрим двумерный случаи. Пусть 

D(u)= \ [uk +-ug—q (x, y) 2 (в, ущав (1) 
R 

есть квадратичный функционал, соответствующий уравнению 

Ихх Uyy + Ч (т, y) uh (x, у), и = 0, (х, у) E Г. (2)



Предположим, что квадратичная часть О (и) положительно опре- 
делена. 

Мы стремимся показать при этом предположении, что из й > 0 
следует неравенство и < 0. Предположим противное. Пусть и > 0 
в Я, Е Я; рассмотрим новую функцию 

й — — и, pEe€ Ri, (3) 

в = и, рЕН — В.. 

Как и ранее, приходим к соотношению Д (5) < (и), т. е. 
к противоречию. Таким образом, из Й > 0 вытекает, что и < 0, 
следовательно, функция Грина неположительна. 

УпрАЖНЕНИЯ 

1. Показать, что в действительности функция Грина отрица- 
тельна для внутренних точек А. 

2. Каково соответствующее вариационное свойство функции 
Грина? 

3. Распространить этот результат на нелинейные уравнения, 
как в одномерном случае. 

4. Каков аналог результата упражнения 6 в конце разд. 5? 

7. Цискретизация 

Одним из мощных методов изучения свойств дифференциальных 
уравнений является анализ соответствующих разностных уравне- 
ний. Такой подход оказывается особенно эффективным с вычисли- 
тельной точки зрения, когда мы намереваемся использовать анало- 
говые или цифровые вычислительные машины. Тем не менее он 
столь же ценен и в теоретическом плане. Основная идея заклю- 
чается в том, что с помощью аппроксимации производных 

инк (т, у) > u(x+A, Ye eee y)— 2u (zx, у) 

u(x, ytA)+u(z, y—A)—2u(z, у) (1) 
A2 

  

  

Uyy (x, y) ~ 

уравнение Лаплас а сводится к системе линейных алгебраических 
уравнений. Разумеется, такое преобразование является лишь 
первым этапом всей проблемы, состоящей в получении полезных 
аналитических и численных результатов из построенной линейной 
системы.



8. Прямоугольная область 

Посмотрим, что получается для случая прямоугольной области 
(рис. 3). Выберем целые числа М и М и определим величины А 
и 6 как МА =а, № = b. Положим 

ити = и (ТА, пб), т=0,1,..., М, п=0,1,...,М№. (1) 

(0,5) (a,b) 
  

Рис. 3 

      
(0,0) (a,0) 

Исходное „граничное условие 

приводит к соответствующим граничным условиям 

Uo, = g (0, пд), п =0,1,..., №, 

Имп — 8 (а, no), 

ито = # (тА, 0), т=0,1,..., М, (3) 

Итм = 8 (mA, b). 

Будем предполагать, что #(х, у) непрерывна, так что g (0, 0) 
и &(тА, №) однозначно определяются предыдущими соотноше- 
ниями. 

Положив х = тА и у = пб, запишем уравнение Лапласа 
в виде системы соотношений 

и ((т-- 1) Л, пб) +-u ((m—1) A, nd) —2u (mA, пб) 4 
  

  

  

A? 

, з — 1) — з 6 + и (тА ОО нии, © 1\ 9) —2и (та, пб) ~ 0. (4) 

Таким образом, мы получаем линейные разностные уравнения 

Ит-1, nn n—2mn + От» п+1 ть n—-1— 2Umn — 0, (5) 

т=0, 1,....М, n=0,1,...,N. 

Эти соотношения совместно с (3) составляют систему линейных 
алгебраических уравнений относительно величин Ипл-



9. О корректности аппроксимации 

Если Л и 6 достаточно малы, то вполне вероятно, что 

и (тА, пб) > от- (1) 

Это можно показать строго; см. ссылки в конце этой главы. 

УпрАЖНЕНИЕ 

Показать, что если и обладает производными третьего порядка, 
то предыдущий результат гарантирует устойчивость решения 
уравнений (8.5). 

10. Соответствующая задача минимизации 

Необходимо исследовать вопрос о существовании и единствен- 
ности решения линейной системы (8.5). Ответ на этот вопрос легко 
получить, если заметить, что эти линейные разностные уравнения 
являются вариационными уравнениями для квадратичной формы 

был 5 [(еееныя, 9+ (латы), (9     

где т =0,14,..., Мип =0, 1, ..., №. Граничные значения 
определяются, как в (8.3). Поскольку Ом, (5), очевидно, являет- 
ся положительно определенной, то она обладает единствен- 
ным минимумом, достигающемся на единственном решении 
системы (8.5)- 

11. Аппроксимация сверху 

Дискретная задача минимизации (разд. 10) была получена 
из непрерывной (минимизация О (и)) посредством сужения класса 
допустимых функций и до таких, что их и и, постоянны на прямо- 
угольниках 

тА < я<(т-+ ПА, пб Зу<(п- 16. (1) 
Естественно поэтому, что минимум по такому подклассу 

функций больше или равен минимуму по классу функций, таких, 
что и. и и, принадлежат 1? (В). Следовательно, для любых Л, 6 > 
> 0, получаем 

пли Ом, м (©) = min D (u). (2) 
D u 

12. Обсуждение 

Если мы хотим получить хорошее приближение для и (тА, пб), 
то величины A uw 6 следует выбрать достаточно малыми. Однако 
при этом мы придем к системе линейных алгебраических уравне-



ний большой размерности. Задача численного решения таких 
систем весьма трудоемкая для стандартных методов, и результаты 
при этом не вполне надежны. 

К счастью, специфическая структура таких систем в ряде 
случаев позволяет воспользоваться мощными и остроумными 
методами. Эти методы, как и все методы вообще, обладают своими 
преимуществами и недостатками. Мы же будем использовать здесь 
совершенно иной подход. 

13. Частичная дискретизация 

Иногдагоказывается удобным проводить дискретизацито только 
по одной переменной. Так, например, можно построить одномер- 
ную сетку только в направлении у. Уравнение Лапласа тогда 
принимает вид 

(m) wim-1) 4 yCm+1) — ym) 
\ 

хх — A2 ’ ( )   

e 

roe w™) == w(x, mA). 

Jina oOnactu R,, rpe OS x Sa, OXNy <b, целое число т 
пробегает ряд значений от 1 до М — 1 с двухточечными граничны- 
ми условиями 

ит) (0) =аи, и (а) =, WO(r)=—ge(z), wD (x) =h(z). 

(2) 
m=0,1,...,.M, 0<х=а. 

Величины аи, би, (5) и й (1) непосредственно определяются 
из (8.2). 

Решение системы линейных дифференциальных уравнений 
такой структуры можно получить, решив системы линейных алгеб- 
раических уравнений размерности М. Соответствующая вариа- 
ционная задача состоит в минимизации функционала 

  

a M-i 

[Doms SPS] 
Положительная определенность этого функционала гарантиру- 

ет существование и единственность решения задачи (1) — (2). 

14. Неравномерная сетка 

Конечно, вовсе не обязательно использовать равномерную 
сетку. Пусть у принимает ряд значений 

Y = Yor Yts - + +s Yn-is Yn (1)



где 0 =у, <уц.! <у. <... «у - <: = а. Рассмотрим «квад- 
ратурную» формулу 

|< 

п, 

и, > ши (т, У) Y= Yor Yar = Une (2) 
j= 

Для определения величин и; и у; можно, например, потребо- 
вать, чтобы эта формула была точной для полиномов степени, 
меньшей или равной п. С помощью такой аппроксимации уравне- 
ние Ланласа приводится к виду 

(2;) x00 + > #25} = 0. (3) 
Jj 

И здесь мы сталкиваемся с двухточечной граничной задачей. 
Преимущество такого подхода тем не менее заключается в том, 
что порядок дифференциального уравнения можно выбрать зна- 
чительно меныпим, чем порядок уравнения из разд. 13. 

Кроме полиномиальной, можно также использовать аппрокси- 
мацию сплайнами \. 

УпраАжнЕНИЕ 

Существует ли для этого случая соответствующая вариацион- 
ная задача? 

15. Решение разностных уравнений 

Линейные разностные (или конечно-разностные) уравнения (8.5) 
можно записать в векторно-матричной форме 

Av = 0, (4) 

где ь — вектор неизвестных {v;;}, pasmepHocTu (7 — 1) (N — 1), 
во внутренней точке 

V1.4 

v= . (2) 

    UmM-1, N-1 

Матрица А определяется конечно-разностной аппроксимацией (8.4) 
и сеткой дискретизации, а вектор 6 — граничными условиями. 
Структура матрицы А обладает многими специальными свойства- 
ми, которые мы детально рассмотрим в соответствующих главах. 
Пока лишь отметим, что А не вырождена, что позволяет запи- 

1) О сплайнах см., например, Дж. Алберг, 9. Нильсон, Дж. Уолш, 
«Теория сплайнов и ее приложения», изд-во «Мир», М., 1972.— Прим. ред.



сать р в виде 
и = Alb. (3) 

Сравнивая это равенство с (4.2), видим, что Д-! является дискрет- 
ным аналогом функции Грина. Все элементы А-! положительны 1), 
т. е. такая дискретная форма функции Грина обладает свойством, 
аналогичным неотрицательности К (Ё #). Доказательство анало- 
гично проведенному для непрерывного случая. 

Если желательно получить хорошее приближение к решению, 
то размерность матрицы А становится весьма большой, поэтому 
точные методы решения системы (1), такие, как метод Гаусса, 
практически непригодны. В связи с этим будем существенно исполь- 
зовать блочную тридиагональную структуру А. Возвращаясь 
к (8.5), мы видим, что любая строка матрицы А содержит не более 
пяти ненулевых элементов. Благодаря такой слабой заполненно- 
сти матрицы при численном решении системы (1) итерационные 
методы могут оказаться весьма эффективными. 

© 

16. Метод итераций 

Линейный итерационный процесс решения линейной системы 
г = Дь- } можно записать в виде 

ph+t) — Dv + f, (1) 

где и — некоторое начальное приближение. Если последова- 
тельность {и} сходится, то она сходится к решению системы 
линейных уравнений 

[I — Dl v =f. (2) 
Таким образом, если существует невырожденная матрица ХХ, 
такая, что 

ГИ-Б]|=А, Г} = 6, (3) 

то, когда последовательность {} сходится, мы получим реше- 
ние (15.1). Поскольку на каждой итерации требуется одно умно- 
жение вектора на матрицу О, ограничимся такими матрицами А 
и Г, для которых О слабо заполнена. 

Для получения условий сходимости процесса (1) определим 

погрешность решения как 
ef) — p— yp, (4) 

Используя (1) и (2), получаем 

e(R+1) — „ЦВ — 

=и— Ди® — |= 

=—v—Dv—|[I— Dv, (5) 

1) Имеются в виду ненулевые элементы А-.— Прим. перев.



следовательно, 

ett) = De® (6) 

ef) — De), (7) 
Таким образом, итерационный процесс (1) сходится при Bcex e 
тогда и только тогда, когда все собственные значения матрицы О 
по модулю меньше единицы. Пусть Ль есть А-е собственное значе- 
ние 0. Определим спектральный радиус р (0) матрицы О как 

p (D) = max | Ay |. (3) 

'Гогда процесс (1) сходится в том и только том случае, когда 

р (ВР) <1. | (9) 

УпраяжнекНИЯ 

1. Пусть А и 6 определяются из (8.5). Показать, что если Г = 
— 1, то матрица О удовлетворяет (8.3). Так можно ввести метод 
Якоби. 

2. Показать, что для выполнения одной итерации по методу 
Якоби требуется О (ММ) умножений. 

17. Возможности итерационного подхода 

Необходимо выяснить, каким образом матрица D и вектор ] 
определяются из А и 6. Хотя в основном мы будем иметь дело 
с конечными методами, некоторые из различных итерационных 
методов мы обсудим в гл. 6. Однако на данном этапе надо ясно 
представлять себе возможности итерационных методов. 

Для простых методов, таких, как метод Якоби или Гаусса — 
Зейделя, матрица О определяется непосредственно по матрице А. 
Таким образом, сходимость этих методов зависит лишь от исходьо- 
го дифференциального уравнения и способа дискретизации. Можно 
показать, что для широкого класса уравнений, в том числе и для 
уравнения Лапласа, эти простые методы сходятся при любой 
величине шага. Однако, к сожалению, сходимость их становится 
очень медленной при уменьшении шага, что существенно сказы- 
вается на точности решения. 

В более сложных итерационных методах, таких, как метод 
последовательной сверхрелаксации или методы чередующихся 
направлений, требуется определить один или более чередующихся 
выбираемых для сужения спектрального радиуса матрицы О 
насколько это возможно. Для уравнений, отличных от уравнения 
Лапласа на прямоугольной сетке, определение этих параметров 
является сложной аналитической и вычислительной задачей.



С учетом действительной стоимости решения данной задачи на 
машине может оказаться неразумным затрачивать определенные 
усилия для точного определения этих параметров. Однако если мы 
находимся в окрестности оптимума, отыскание оптимальных зна- 
чений параметров не столь важно, и можно получить достаточно 
хорошую их оценку, как нобочный результат предыдущих итера- 
ций. Более того, методы, подобные неявной схеме чередующихся ' 
направлений, могут даже расходиться, если интересующая нас 
область не прямоугольная, а более общего вида. 

Когда мы обратимся к методу квазилинеаризации и проблеме 
идентификации, то обнаружим некоторые иные причины, побуж- 
дающие предпочесть конечные методы итерационным. Однако 
причина такого предпочтения покоится, вообще говоря, единствен- 
но на той основе, что точные методы легки для понимания, просты 
для программирования и, как правило, безотказны. В эру, когда 
быстродействие вычислительных машин выражается в микросекун- 
дах, а скоростные запоминающие устройства могут хранить сотни 
тысяч мащинных слов, простота использования численных методов 
даже для научного работника и инженера, а не только для спе- 
циалиста-вычислителя, приобретает первостепенное значение. 

РАЗНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ 

1. Пусть С (и) — линейный функционал, непрерывный но и 
при и Е Г? (0, 1). Рассмотреть задачу минимизации квадратичного 

1 

функционала | и? dt + Ё (и) и сее помощью установить теорему 
0 

1 

представления Рисса: Г, (и) = \ и? АЕ для некоторой функции 
0 

  

v € L* (0, 1). 
2. Рассмотрим уравнение и” = 0, и (0) =а, и(Т) =Ьи соот- 

ветствующее разностное уравнение из, + ив-1 — 2, = 0, п = 
—=1,2,..., М — 1, ш =а, им =Ь. Рассмотрим метод после- 
довательных приближений 

wD yk 2) 
us) И > т Ша и. 

Сходится ли {и®} при Ё-> со? Монотонно? 
3. Рассмотреть уравнения (8.4) для А = 6. Показать, что их 

можно привести к виду 

4 
Vm, n =F (Umt41. 7 Рита, п-т, лы т, п-1)-



4. Рассмотреть метод последовательных приближений 

Е 4 k—-1 
mn =z mpl nt .--). 

Сходится ли fu? „} при А —> со? Монотонно? 
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Глава о 

Динамическое программирование 
и эллиптические уравнения 

1. Уравнение Лапласа 

В этой главе мы изложим один из подходов к численному реше- 
нию некоторых типов эллиптических уравнений, основанный на 
теории динамического программирования. Мы начинаем с задачи, 
поставленной в гл. 4,— решения уравнения Лапласа 

VU = Us + Uyy = O (1) 

на области Я с граничными условиями 

u (x, y) =f (#, У), (2) 
a 

заданными на Г, границе области А. 
Мы уже видели, что (1) является уравнением Эйлера для задачи 

минимизации квадратичного функционала 

Dwu)=\ | hus] ar (3) 
R 

при ограничениях (2). 
Вначале будем считать, что область Я представляет собой 

прямоугольник Оха, 90<у=6. 
В дальнейшем мы будем трактовать некоторые нерегулярные 

области как комбинации прямоугольных областей. 

2. Диекретизация 

Наш метод будет состоять в определении минимума дискретного 
аналога функционала Дирихле, соответствующего исходному урав- 
нению Лапласа. Для удобства будем считать величины аи 6 

такими, что 

а = М, b6b=Mh, (1) 

где М и № — целые числа. Если это не так, то соответствующие 

изменения легко сделать, и они не повлияют на дальнеишее. Нас 

интересуют значения функции в точках 

u;j; = u(ih, jh), i=0,1,..4N, 7=0,1,--.,M. (2)



Поскольку мы хотим получить решение, определенное только 
в этих (№ - 1) (М - 1) точках, то удобно заменить частные про- 
изводные в этих точках выражениями, включающими только 
значения функции в этих точках. Используя разложение в ряд 
Тейлора, получаем стандартную конечно-разностную аппрокси- 
мацию 

  

ди; И, 7 ди; ; —__ 7 И, ]-4 у д TO), aE ОФ. (3) 

Таким образом, для получения дискретного аналога функцио- 
нала (1.3) мы заменяем частные производные выражениями (3) 
и предполагаем, что эти производные постоянны между точками 
сетки. Точно так же мы могли бы проинтегрировать (1.3) по пря- 
моугольникам сетки и затем использовать (3). В любом случае 
двойной интеграл в функционале Дирихле можно анпроксимиро- 
вать двойной суммой 

их М 

J (uy) = > 
I=] j= 

(им, а) (Шуи, "1. (4) 

Легко проверить, что ошибка дискретизации составляет О (#7). 
Функционал (4) должен удовлетворять исходным граничным усло- 
виям, и поэтому значения ио;, Иго, Им; И и; м определяются урав- 
нением (1.2). 

Мы пришли к конечномерной задаче определения минимума: 

minJ(u), i=1,2,...,N—4, j=4,2,...,M—1. (5) 
LU 57} 

Должно быть ясно, что поскольку нас интересуют лишь значе- 
ния {и;;}, минимизирующие функционал, а не само минимальное 
значение .7 (и), то можно убрать из функционала (4) постоянные 
члены и при этом множество минимизирующих значений {и;;} не 
изменится. Удобно опустить в (4) все члены вида (и; м — И; 4, м), 
которые постоянны в силу граничных условий. Ноступая таким 
образом, заменим (4) более удобным функционалом 

М м м-1 

J (u) = >} [ 2: ee 2 (uj; —Uj-4, ;)° I. (6) 
=i 

3. Векторно-матричная формулировка 

Хотя исходная задача тенерь полностью дискретна, она все 
еще не представлена в том виде, в котором может быть легко реше- 
на. Прежде всего запишем эту задачу в векторно-матричной форме, 
а затем представим ее в виде многошагового процесса, к которому 
можно применить метод динамического программирования.



Поскольку функционал является квадратичной формой, можно 
легко переписать задачу, используя скалярные произведения. 
Сначала определим векторы для внутренних точек 

Ив! 

ив=|4 | R=41,2,...,N—1, (1) 

Ив, M-i 

и заметим, что векторы цо и им задаются граничными условиями. 
Тенерь определим симметричную матрицу О размера М — 1, 
множество (1{ — 1)-мерных векторов гв и скаляры © в следующим 
образом: 

2, i=j, 

Q=(aij). Toe gi —1, |t—jl=1, (2) 

О в остальных случаях, 

Ино» j= 1, 

re=Irr;l], THe Гв;=$ Ивм, 1=М— 1, 

0 в остальных случаях, 
2 2 

Sp =URo + URM- 

Ясно, что QY@ — nocToxHHaA MaTputa, B TO BpeMA Kak rp M Sp — 
функции, зависящие лишь от граничных условий. В этих обозна- 
чениях У (и) выражается через скалярные произведения следую- 
щим образом: 

№ 

У (и) = Zh (Фив, ив) — (2тв, Ив) + $в-Е (Ив Ив, Ив—Ив-1)]. (3) 

Теперь минимизация проводится но векторам ив (А =1,... 
..., М — 1). При этом исходные граничные условия сводятся 
к условиям, заданным в двух точках. 

4. Линамическое программирование 

Вместо исходной задачи рассмотрим последовательность 
вариационных задач 

№ 

[в (5) = min D> (Qui, и) — (ть, и) + 
[Ч в’ Чань --^ м4] В 

- (Uj; — и, U;— U;-1)]; R=14, 2, ..., V—14, (1) 

где и определено как | 

VD — Ив-1. (2)



Сравнивая с (3.3), очевидно, получаем 

fi (Uo) = min У (м). (3) 
R 

Каждую из задач в (1) можно рассматривать как задачу реше- 
ния уравнения Лапласа на усеченнэм прямоугольнике с левосто- 
ронним граничным условием 0, как на рис. 1. В этом и состоит 
фундаментальная идея погружения. 

  

Рис. 1 

        

(R-1)h 

Найдем теперь связь между функциями fp (Vv) и fpr (V). Same- 
чая, что только первые четыре члена из (1) зависят от ив, можно 
записать: 

Тв (©) = min [(Оив, ив) — 2 (гв, Ив) - $в-- 
[Ur Unig os Uy] 

N 

+ UR? Ur) Dy {(Quar ui) —2 (ry a) + 

+8; (фи, ии). (9) 

Первые четыре члена можно вынести из-под знака минимума 
ПО Иру, Иво, -.. Им-1, ЧТО приводит к выражению 

в (©) = шш{(Оив, ив) —2 (гв, ив) Е $в-Р (ив 6, ив 
UR 

N 

+ min ED} Ques u)— 
[Up 4s Up iors Un 4] i=R+ 

—2 (rj, Ui) +S; -+ (Ug — Ut, и: 1)]}. (5) 

Однако сравнивая члены, стоящие в квадратных скобках, с опре- 
делением ]ь (2) из (1), мы видим, что (5) можно переписать в виде 

Тв (0) = min [(Оив, ив) —2 (гв, ив) 4-$в 
В 

+ (ив — 0, ив) Тен (Ив). (6) 

Этот результат можно рассматривать и как следствие принципа 
оптимальности. Выбор ив должен сбалансировать цену данного 
состояния (первые четыре члена из (5)) с ценой продолжения 
процесса, начинающегося из ир и проходящего через М — В 
дополнительных состояний. .



Поскольку в силу. граничных условий им фиксировано, то 

fr (v) = (Quy, Uy) — 2 (ry, UN) + Sn + (Un — VU, UN — V). 

(7) 

Теоретически, теперь можно определить минимизирующую нпосле- 
довательность {ив}, начиная с (7) и решая (6) в обратном направле- 
нии, до тех пор, пока р (№0) не будет определено. Однако мы 
должны наиболее полно использовать квадратичную структуру 
вариационной задачи. Если это проделать, то аналитические выра- 

жения и вычислительные проблемы станут значительно проще. 

5. Рекуррентные уравнения 

Легко проверить по индукции, что {в (1) квадратична по и: 

fr (v) = (Agu, v) — 2 (bp, v) - Св, (1) 

где Ав — симметричная матрица. Кроме того, величины Ар, 
ви св не зависят от ь. Подставляя эту квадратичную форму вместо 

Тела (Ив) в (4.5), получаем 

Тв (5) = па [(Оив, ив) —2 (гв, ив) Е $в-Н (Ив 0, ив) 
UR 

+ (Arte, Ur)—2 (Orit, Ur) + Cr). (2) 

Продифференцировав это выражение, легко получить миними- 
зирующее значение и». То, что это значение из действительно 
доставляет минимум, непосредственно следует из положительной 
определенности функционала. Этот момент более подробно будет 
обсуждаться позднее. Таким образом, искомое значение ик равно 

Up = IQ + Apes + ПП (v + Oper + г»). (3) 

Использовав это в (2), получим 

[в (5) = (И—И-О-+ АГ ТЧь, 9) — 

—(2[(7+0+ Aru)? (быть), и) НН сьа- $ — 

—(И-+О-+ Арн" (Ort тв), Orsi +r). (4) 

Сравнивая с (1), получаем соотношения: 

Ав=1—Ш--О-+ Ави”, 

bp = (2 +04 Anul™ {бы гв) = 

= [I — Ag] (Oru +1r); (5) 

св = сви + 8в—(П--О- АвыГ" (Ва гв), бвы tre) = 

—=свы-5$в— (Вы, Oru t ГВ)-



Из (4.Т) получаем начальные условия: 

Ам=Г, у = им, ск = ([1-НО] Им, им) —2 (гм, им) + Sy- (6) 

Поскольку и, по определению, равно ин1, то (3) принимает вид 

ив=И-О- Ав" (ив ви + Гь), (7) 

Ив = [1— Ан] ив | 6. (8) 

Поскольку нас в основном интересуют значения ив, то уравнение 
для св можно не выводить. 

или 

6. Вычисления 

Вычисления проводятся следующим образом. Уравнения (5.5) 
решаются последовательно, начиная с (5.6), до тех пор, пока 
не будут вычислены АД, и 6.. Все промежуточные значения Ав 
и бк запоминаются. Соотношение (5.8) является задачей Коши 
с начальным условием и, Ал и 6.. Это уравнение решается мето- 
дом итераций, на каждом шаге которого используются последнее 
вычисленное значение ив и хранящиеся в памяти значения Ав 
и by. Соответствующая программа для ДВМ приведена в при- 
ложжении. Двухточечная граничная задача в данном случае свелась 
к двум задачам Коши, что тинично для метода динамического 
программирования. Теперь мы покажем, что изложенный метод 
всегда приводит к решению и является численно устойчивым. 

7. Невырожденность 

Докажем, что все матрицы, которые в предыдущем процессе 
приходится обращать, невырожденны. Доказательство будет осно- 
вано на том, что матрицы [1 + О + Ав+!| положительно опреде- 
лены и их спектральный радиус меньше единицы. 

Выражение 
А>В (1) 

будет использовано для обозначения того факта, что А — В поло- 
жительно определена. Прежде всего докажем, что матрица О 
положительно определена. Пусть х — произвольный нетривиаль- 
ный вектор. Используя. свойства скалярного произведения, имеем: 

(@х, 1) = у у Qijptilj = 
| vt 

=2 > x? —2 У 4 = 
1=2 

м 

= 22 xi + > (x; — 2,4)? +23 +a2n>0, (2) 

следовательно, О положительно определена.



Далее доказательство проведем по индукции. Имеем 

Ам = ТГ— ИН Q]"t. (3) 
Поскольку 

0>0, = (4) 
TO 

ТО 1. (5) 
Таким образом, [Г -- О] невырожденна и Ам. существует. 
Поскольку [1 + 0] положительно определена, тэ 

И ++ 90] > 0, (6) 
и из (5) следует, что 

[1+ 0]-* < 1. (7) 
Таким образом, | 

0 < Ак- </. (8) 

Предполо2ким теперь, что 

0 < А; <1 (9) 

для некоторого А < М — 1. Тогда 

T+Q+A,) >I © (10) 
и, следовательно, 

0<7T+Q+ApRlt <I. (14) 
Поскольку 

Apr =I-—-U4+Q0+4+ Ан, (12) 
TO 

0 <Ansa <f, (13) 

что завершает индукцию. 
Таким образом, все матрицы, которые мы должны обращать, 

положительно определены и, следовательно, невырожденны. 

УпрРА;КНЕПИЕ 

° Показать, что (Х+У)-*-> Х" — X1YX-!, если У мало. 

8. Устойчивость 

Мы будем использовать термин устойчивость для описания 
того факта, что ошибка, допущенная на некотором шаге вычисли- 
тельного процесса, не приводит к возрастанию ошибки при даль- 
нейших вычислениях. Другими словами, локальные ошибки не 
накапливаются при последующих вычислениях. 

Рассмотрим сначала рекуррентное матричное уравнение 

Ap =I—-U+Q+ Anil? (1)



и предноложим, что уже допущена маленькая погрешность. Это 
означает, что в действительности мы имеем дело с рекуррентным 
соотношением . 

A. — A ~-1 Arp=J—U+O0+ Api) ? (2) 
где 

Ав — Ав + Ep, (3) 

т.е. Ав равно искомому решению плюс погрешность Ёв. Исполь- 
зуя (1) — (3), получаем, что погрешность на следующем шаге 
определяется из соотношения 

Ев = i+ Q0+ Arul? —l 4+ O+ Aru t+ Epil. (4) 

После некоторых преобразований это выражение принимает вид 

Ев = П-+- О - Ан 1-1 Ев. ПО + Ав. (5) 
Если предположить, что начальная ошибка достаточно мала 
и матрицы не являются плохо обусловленными, TO B силу (5.5) 
получаем * 

Ев = И — Ав Ева ( — Ав]. (6) 

Из (6) естественно следует неравенство для норм: 

ll Bell SL — Arsill Ева |. (7) 
Поскольку все матрицы симметричны (как следствие теорети- 
ческих построений и избранных численных процедур), то можно 
использовать следующую норму: 

1 

| 7 |=? (14°), (8) 

гдер (1*) обозначает модуль М?. Тогда (7) принимает вид 

ll Zell <p (WU — Ав) || Ева ||. (9) 
Наконец, 

| Zell И Е ++ |, (10) 

откуда вытекает, что данное матричное уравнение устойчиво. 
Используя тот же подход, можно проанализировать векторное 

рекуррентное соотношение 

bp = [I — Ag] (Opts + т). (11) 

Опять же фактически мы имеем уравнение 

dp = И — Axl (Opts - г»), (12) 
где 

bp = bp t+ ep. (13)



Так же как и выше, будем предполагать, что величина [ — А В 
из (12) вычисляется точно. Выполняя те же операции, что и выше, 
находим 

ев = Ц — Ag) enti (14) 

и получаем неравенство для норм 

| ев| < ев-ыа||. (15) 
Таким образом, уравнение (11) также устойчиво. 

Наконец, повторим предыдущие рассуждения для уравнения 

ив = П-— Ap! Up-+ + Op. (16) 

Если ев обозначает погрешность вычисления ив, то видно, что 

ев = Ц — Ав] ева, . (17) 
и снова 

ll ent] <I] ental (18) 

Таким образом, мы приходим к выводу, что изложенный метод 
устойчив. 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. При каком условии решение векторно-матричного диффе- 
ренциального Уравнения 

х’ = Ax+tob 

устойчиво? 

2. Рассмотреть вопрос об устойчивости матричного уравнения 
Риккати 

В’ =0— №, В (0) =0, 

если О положительно определена. 

9. Обсуждение 

Эта устойчивость не является неожиданной. В действительно- 
сти при некоторых весьма общих условиях она по существу гаран- 
тируется теорией динамического программирования. Это можно. 
пояснить следующими рассуждениями. Решение, которое мы ищем, 
представляет собой оптимальный путь, соответствующий функцио- 
налу, из которого он возникает. Принцип оптимальности указы- 
вает, как выбрать оптимальный путь, начинающийся из произволь- 
ного состояния. Если из-за погрешности вычислений мы окажемся 
в некотором состоянии, отличном от вычисленного, то в дальней- 
шем автоматически пойдем по пути, оптимальному по отношению. 
к данному состоянию. Следовательно, на каждом шаге процесса.



мы осуществляем оптимизацию, основываясь на реальном состоя- 
нии. Этот многошаговый процесс принятия решений препятствует 
накоплению ошибок. 

Помимо того что устойчивость данного метода, очевидно, позво- 
ляет эффективно вычислять решения наших уравнений, она при- 
дает ему еще одно преимущество. Поскольку все ошибки являются 
по существу локальными, то при большом шаге й ошибка будет 
определяться в основном локальными ошибками округления. 
Известно, что ошибка округления имеет порядок О (й°), поэтому 
можно ожидать, что метод «замедленного стремления к пределу» 
существенно улучшит результаты. Этот метод обсуждается 
в разд. 18. 

Нетрудно показать, что метод динамического программирова- 
ния решает ту же самую систему линейных алгебраических урав- 
нений, которая возникает в результате стандартной конечно- 
разностной аппроксимации уравнения Лапласа. Это станет оче- 
видным в гл. 6. 

¢ 

19. Эффективность 

Для предыдущего метода довольно легко подсчитать число 
необходимых арифметических операций. Мы будем учитывать лищь 
число требуемых умножений и делений. Матрицы, которые необ- 
ходимо обращать, не являются слабо заполненными, поэтому 
для каждого обращения матрицы порядка М потребуется при- 
близительно М3/2 умножений и делений. Таким образом, для 
решения рекуррентных матричных уравнений необходимо всего 
NM?/2 умножений и делений, если пренебречь величинами низше- 
го порядка. Можно видеть, что для решения двух векторных 
уравнений потребуется всего 2ММ? умножений и делений 1). 

На первый взгляд это число операций кажется ббльшим, чем 
число операций, необходимое в методе последовательной сверх- 
релаксации (ПСР) или методе чередующихся направлений 
(ЧН), где требуется 14М№ log N u 40N? log? № операций соот- 
ветственно (при М = №). Однако эти оценки несколько обманчи- 
вы. Как ПСР, так и ЧН являются итерационными и требуют для 
обеспечения сходимости соответствующего выбора некоторых пара- 
метров. Если эти параметры не выбраны почти оптимальным обра- 
зом, то эти методы могут и не сходиться либо может потребоваться 

Т) Число арифметических операций можно значительно уменьшить 
[до О (№ММ?)], если воспользоваться тем фактом, что матрица, которая приво- 
дит О к диагональной форме, также приводит к диагональной форме и все 
матрицы Ар. Поэтому все вычисления можно провести, используя собствен- 
ные значения матрицы 0. Мы не будем обсуждать этот важный сам по себе 
метод, поскольку область его приложения ограничена уравнениями с посто- 
янными коэффициентами. В гл. 8 мы рассмотрим специальные вычислитель- 
ные методы такого типа.



много дополнительных итераций. Выбор параметров сам по себе 
является сложной математической задачей, поскольку эти пара- 
метры зависят от вида уравнения, граничных условий и структуры 
области. В гл. 11, когда будут рассматриваться нелинейные урав- 
нения, мы убедимся в важности этого замечания. 

Возможно, более важным является то качество, которое мы 
называем эффективностью. Часто бывает нужно решать одно 
и то же уравнение с множеством различных граничных условий 
и, быть может, с измененными параметрами уравнения. Посмот- 
рим, что произойдет, если мы попытаемся второй раз решить 
уравнение Лапласа с другими граничными условиями. Матричное 
рекуррентное уравнение, решение которого поглощает большую 
часть вычислительного времени, не зависит, от граничных условий. 
Таким образом, нет необходимости снова вычислять его решение, 
и вся вычислительная процедура в каждом конкретном случае 
сводится к решению двух векторных уравнений. Для решения 
этой части задачи требуется только 2УМ? умножений. Эту тему 
мы будем часто затрагивать и в дальнейшем. 

Наконец, остановимся на трудностях, связанных с распределе- 
нием памяти. Мы вынуждены запоминать значения матриц Ар. 
Несмотря на их симметричность, для хранения матриц тем не 
менее требуется очень много памяти — пример «проклятия раз- 
мерности». Однако поскольку эти матрицы вызываются последова- 
тельно и каждая только один раз, то для их хранения могут ока- 
заться очень эффективными запоминающие устройства с малой 
скоростью выборки. В этой связи заметим, что такими устрой- 
ствами удобно пользоваться в современных многопроцессорных 
вычислительных машинах. 

11. Пример 

В качестве примера использования изложенного выше метода 
было решено уравнение Лапласа, заданное на единичном квадрате 
с граничными условиями: 

и (х, 0) =1, и (0, у) =0, (1) 

и (1, 1) = 0, и (1, и) = 0. 

Вычисление обратных матриц проводилось по методу исключе- 
ний Гаусса — Жордана, программа которого имелась в библиотеке 
стандартных подпрограмм. Матрицы Ав и векторы бь хранились 
на высокоскоростном диске. 

Некоторые типичные результаты приведены в таблице [, где 
ещение, полученное методом динамического программирования, 

сравнивается с решениями, полученными с помощью последова- 
тельной сверхрелаксации (27 итераций) и разложения в ряд



(30 членов). В методах динамического программирования и после- 
довательной сверхрелаксации длина шага была одинаковой 
и равнялась 1/46. Во всех трех случаях время вычислений было 
одного порядка. Однако с учетом изложенного в последующем 
разделе и специальных методов из гл. 8 следует сказать, что было 
бы нецелесообразно обсуждать здесь вопросы, связанные с вре- 
менем вычислений. 

  

  

    

Таблица Т 

Точка ое Последовательная Разложение 
ние сверхрелаксация в ряды 

(4/4, 4/4) 0,43178 0,43178 0,43203 

(1/2, 1/а) 0,53932 0,53933 0,54053 
(1/5, З/ь) 0,09564 0,09564 0,09541 

(2/4, 4/2) 0,18254 0,18253 0,18203 
©   

12. Замедленное стремление к пределу 

В разд. 8 уже отмечалось, что по существу все ошибки в окон- 
чательном результате носят локальный характер. Если шаг h 
выбран не слишком малым (что следует делать для экономии памя- 
ти и машинного времени), то погрешность в основном определяется 
локальными ошибками округления. 

Предположим, что решение и (5х, у, й) дискретизированной 
задачи зависит от №? аналитическим образом, и посмотрим, как 
это обстоятельство можно использовать: 

— 2 4 
и (т, у, №) = и (х, у, 0) + uy (xz, у) № + Ue (2, y) h + er se (1) 

Нас интересует величина и (х, у, 0). Естественно считать, с пог- 
решностью О (#7), что 

и (2, у, 0) = и (т, у, 1. (2) 
Эту оценку можно улучшить, взяв, например, меньшее значение й. 
Однако поскольку время вычислений пропорционально 1/й“, то 
понятно, Что этот способ обладает явными недостатками. 

Для получения лучшей оценки, чем (2), используем пред- 
ставление (1). Можно записать 

и (х, у, 2) = и(х, у, 0) + 

+ Us (x, y) (12/4) + Ug (т, у) (h*/16) + se ee (3) 
Тогда 

u(x, у, 0) = Ми (т, у, М2) —и (т, у, 1-0 8. (4)



Taku образом, мы дважды решаем задачу и вычисляем (4) в общих 
точках сеток. Некоторые типичные результаты приведены 
в таблице П. 

  

  

Таблица 11 

h u (x, y, h) и (х, у, 0) 

1[8 0,43405 
1 [16 0,43178 0 ,43202 
1/30 0 ,43197 0 ,43202 
16g 0,43201 (27) | 0,43202 
1128 0,43202 (44) | 0,4320283     

Результат, полученный с помощью разложения в ряд, равен 

и (=, +} = 0,4320283. (5) 

Из таблицы видно, что метод замедленного стремления к пределу 
приводит к лучшим результатам, чем уменьшение шага, причем 
это достигается без существенного увеличения времени вычисле- 
ний и необходимой памяти. Напомним еще раз, что этот прием 
нелегко использовать в итерационных методах, поскольку при 
недостаточно большом числе итераций погрешность может состоять 
не только из локальных ошибок округления. 

13. Линейные уравнения общего вида 

Пусть задана область А с границей Г, тогда уравнение 

Ung + Uyy — £ (2%, ууи + Ф(х, у) =0 (1) 

© граничными условиями 

и (1, у) =] (+, У) на Г (2) 

является уравнением Эйлера, соответствующим задаче минимиза- 
ции функционала 

= | | wh 4-8, ий — 29 (2, y) ulde dy (3) 
. в 

при условиях (2). 
Если записать, как в разд. 2, 

Ou, ;/Ox =[(Uiss, s—Uis)/h] +0 (h), | 

Ou; 3/Oy = (и, и—иш ШО (В) (4)



И обозначить 

Sis = Eth, jh) h*, giz=O (ih, jh) h’, (5) 
то дискретный вариант функционала (3) примет вид 

м м 

(и = >| 2 (433 — Ui, g41)? + 
i=] 

м-1 

+ 2 [(иу— ина, А-а — фил]. (6) 
j= 

Определим теперь матрицу О, векторы гв и скаляры $в, как это 
было сделано ранее 1), и введем диагональные матрицы Gr 
и векторы Фь: 

Gp= diag (Zri, ro ++.) бы, м-4), Фв = [Фвя-- (7) 

Тогда, используя понятие скалярного произведения, запишем 
(6) в следующем виде: 

& N 

J (u) => [(Сив, ив) — (2гв, ив) + зв (бвив, Ив) — (2фь, ив) + 

++ (ив —ив- Ив Up-s)]. (8) 

Теперь можно поступить, как и выше. Определим 

N 

Тв (©) = min >, КО-Еблиь, и) — Е фь и) | 
ив» Иры м1 В 

+ (ui —v, Ui—v) + 8)], (9) 
где 

V = Up-t- (10) 

Используя принцип оптимальности, получаем рекуррентное соот- 
ношение 

Тв (в) = min [(IQ+Grl up, Ug) — (rete, 2p) + (Up—vY, Up—D) 

+ sa t+ feet (up)l, R=41,2,...,N—1 (11) 
при условии 

fy (¥) = (10 + Gyluy uy) — (ry + Gy,2Un) — 

— (Uy — V, Uy — V) + Sy. (12) 
OUATH-TAakM 8aMeTuM, ITO fp (V) можно переписать как 

[в (В = (Ань, v) — (2bp, в + Cp. (13) 

Г) См. стр. 45.— Прим. ред.



Таким образом, находим, что минимизирующее значение ив равно 

Up = (+04 Get A peal (V+ brig + rept Wr), (14): 

в то время как Ани Op yROBNETBOpPAIOT PeKYPPeHTHLIM ypaBHeHHAM 

Ав — I — И + Q + Gr + A py], (15) 

bh = U— Aglh (re + Op + ов). 

с начальными условиями 

Ак = Л, by = Uy. (16) 

Мы опять опустим уравнение для св, поскольку нас интересует 
лишь Ив. Итак, мы решаем уравнения (15) с начальными усло- 
виями (16) и запоминаем результат. Далее, (14) можно переписать. 
в виде 

ив = П- Ав | ив- - 6ь. (17) 

Это снова задача Коши с начальным условием ш. Подробности 
оставляем читателю. 

Возвращаясь к вопросу о невырожденности и устойчивости, 
видим, что достаточным условием невырожденности матриц Ав 
и устойчивости метода является следующее: 

& (2, У) > 0. (18) 

Это гарантирует положительную определенность квадратичногс: 
функционала. 

14. Нерегулярные области 

Как уже отмечалось, если имеется решение данного уравнения 
на некоторой заданной области и при этом известны матрицы Ан, 
то ценой незначительных усилий можно получить решение того же 
уравнения при ином множестве граничных условий. Как следует 
из разд. 11, матрицы Ан не зависят от функции возмущающей 
силы Ф (х, у). Матрицы Ав представляют собой функцию Грина 
дискретной задачи и зависят только от уравнения независимо 
от функции внешнего воздействия и структуры области. 

Более того, ясно, что если известны матрицы Ал, Ам4,... 
..., А, то этого достаточно для решения задач на усеченных 
областях, как показано на рис. 2. Для этой области потребуется 
знать Ал, Ам-1, ..., Ака. Это обстоятельство указывает на то, 
что во многих приложениях целесообразно хранить массив матриц. 
Ав разной размерности на магнитной ленте. 

Теперь мы собираемся рассмотреть метод разбиения для обла- 
сти нерегулярной формы. В гл. 7 мы обсудим прямой метод реше- 
ния задач с такими областями. Предположим, что задана область, 
изображенная на рис. 3. Эту область можно разделить на два 
прямоугольника, Ги П. Предположим, что мы хотим решить.



уравнение Лапласа, причем уже знаем решения этого уравнения 
на областях Ги II. Предположив далее, что это уравнение решалось 
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слева направо на области [ и справа налево Ha II, мы тем самым 
будем иметь решение уравнения 

Ав=1— [Ава 1-0], В =1, 2, ...,.V—14, Ао= Г, (1) 

где все матрицы порядка М— 1, и уравнения 

Ав=1— [Ави ТОТ", R=N+ 1, М--2,...,К—1, Ак=1, 

(2) 
где матрицы имеют порядок Г, — 1. Покажем, что эти матрицы 
можно использовать для получения решения на составной области, 
даже в случае, когда граничные условия могут измениться. 

Для данного множества граничных условий можно определить 

Гр И Гр И затем решить уравнение 

6в=П— Ан] (ба гв), bp = Up, R=1, 2, ..., М—1 (3) 

И 

by =[I— Ag] (Ora: trp) by =Ux, R=N+4, ...,A—1, (4) 

поскольку порядки величин во всех уравнениях согласуются, 

A Ug, Ux, Fp Ul определяются граничными условиями. Сложность 
кроется в им, где число узлов сетки изменяется. Если, однако, 
можно определить их, то решение на области 1 можно найти 
с помощью соотношения 

Up = [1 — Ap] Unt +n, R=1, 2, ...,V—1, (5) 

а на области П с помощью 

Up=[I— Ap] Ups tdp, R=N-+1, .... К — 1. (6)



Теперь покажем, как определить им. Можно записать им в виде 

ии | (7) 

у= (Иа, Им, ---, Uy, 4), 

где 

(8) 
W= (Uy, 1, UN, Lat, +--+) Uy, m-t) 

Такое представление удобно, поскольку у состоит из внутренних 
точек, а ш задано граничными условиями. 'Гаким образом, нам 
необходимо определить лишь у. 

Используя определения из разд. 4, обозначим минимальное 
значение функционала на области [ через }м-1 (им), а на обла- 
сти П — через #1 (у). Используя квадратичную структуру 
функционала, получаем 1) 

Ум (им) = Ту (| . } = (Ay_4 Uy, Uy) — (2by4, Uy) + Cy_1, 

#мчыа (У) = (Ауди, у) — (2 у, Y) + Cis 

(9) 

a 

Если С (и) — дискретный функционал, определенный на всей 
области, то, используя его аддитивность, получаем 

min G (u) ~min {iva (| 2 |) + enue}. (10) 
Это по существу применение идеи свертывания. Поскольку 

м 1 (|7 |) и gw+1 (У) представлены в удобном виде, у легко опре- 
W 

делить. Представим Ам-1 и 6 у-1 в форме 

Ay, Ар by 
Ам- — | a ) bn-1 — ы ? (11) 

где Аи и В: имеют размерность С — 1. Теперь можно записать 
(10) в развернутой форме; тогда 

min G (и) = шт (Аи Ала, У (Ар Ами, у — (26, у) — 
и; у 

: 

= (26 м-н, у) — (265, и) + (Aza, ш) + 

+ Cy-4 + Си. 
(12) 

1) ср иср определяются, как в разд. 5. Эти величины ве входят в оконча- 
тельное выражение для ир, поэтому вычислять их нет необходимости.



Для определения минимизирующего значения у это выражение 
можно продифференцировать. Учитывая симметрию Ал-, полу- 
чаем 

у=[Ан-+ Ам (Аг — 6: — Ву). (13) 

Используя эту величину у, заключаем, что (5) и (6) являются 
задачами Кощи с начальными значениями ил и у соответственно. 

Если матрицы Ари А в известны, то сначала вычислим бн и бр, 
что являетсЯ простой задачей. Далее определим значение у из (13) 
и, наконец, получим искомое значение ик, решив уравнения (5) 
и (6). Все эти операции требуют небольшого объема вычислений 
по сравнению с усилиями, необходимыми для непосредственного 
решения исходной задачи на нерегулярной области. 

15. Уравнения более высокого порядка 

Изложенный метод не ограничивается линейными уравнениями 
второго порядка. Рассмотрим, например, задачу статической 
деформации упругой пластины под действием поперечной нагруз- 
ки, которая описывается бигармоническим уравнением 

Ихххх Е РИ хкиу + Uyyyy — Ps (4) 

представляющим собой эллиптическое уравнение четвертого по- 
рядка. Граничные условия для уравнения (1) обычно задаттся 
в виде условий на краях пластины. На краях закрепленной пла- 
стины выполняется условие 

u(x, y) =0 (2) 

и, кроме того, условие для нормальной производной 

Хоронто известно, и это легко проверить, что (1) представляет 
собой уравнение Эйлера для функционала 

J (u)= | \ [(ttace + Uyy)? — 2pu] da dy (4) 
R 

при ограничениях (2) и (3). Можно попытаться получить прибли- 
женное решение задачи (1) с помощью дискретной аппроксима- 
ции (4). Действуя, как и ранее, заменим их, Иуу И Их в (4) конеч- 
но-разностными выражениями. Тогда непосредственно получаем 
функциональное уравнение 

Тв (и, w) = min IG (ив, Vv, w) + frvi (WR, 71, (5) 

где ° 
v= Ив), W = Up-o-



Используя квадратичную структуру (4), это уравнение можно 
значительно упростить. Подробные выкладки оставляем читателю. 

Более простой прием заключается в следующем. Определим 

D = Ugy Uyys (6) 

где и -- решение задачи (1). Легко проверить, что функция и 
должна удовлетворять уравнению 

2:х -- Vyy = P- (7) 

Определив теперь вектор ш как 

и 

.-[ь]. v 

из (6) и (7) получим, что 

Шхх ЗЕ Шуи = Аи + 5, (8) 

4_[° 1 0 
=lo of s=| |: 

Соответствующее граничное условие для и можно найти u3 (2) u 
(3). Поскольку (8) является уравнением Эйлера для функционала 

J (w) = \ | (45, ши) (шу, и) + (Аш, и) —2 ($, и] ахау, (9) 

В 

где 

то с помощью методов, изложенных в разд. 11, легко минимизи- 
ровать дискретный аналог этого функционала. Единственное отли- 
чие заключается в том, что для уравнений четвертого порядка 
матрицы и векторы будут иметь размерность 2 (М — 1). Подробно 
эта задача исследована в следующей главе с помощью аппарата 
инвариантного погружения. Легко показать, что изложенный 
метод всегда приводит к решению и является численно устойчивым. 

УпраАЖнНЕНИЯ 

1. Вывести рекуррентное матричное уравнение для (8). 
2. Показать, что необходимые обратные матрицы всегда суще- 

ствуют. 
3. Вывести соответствующее рекуррентное векторное уравне- 

ние. Каковы начальные условия для этого уравнения в случае 
задачи (1) — (3)? 

4. Во многих физических ситуациях бывают заданы изгибаю- 
щие моменты и нормальные силы, действующие на некотором 
Участке границы. Рассмотрим, например, прямоугольную пласти- 
ну, в которой на ребро х = 0 действует изгибающий момент ] (у) 
и нормальная сила & (у), в то время как на остальных ребрах



соблюдаются условия (2) и (3). Таким образом, при х = 0 мы имеем 
граничные условия вида 

— Ихх (0, у) — VWiyy (0, y) =] (и), 

Иххх (0, у) + (2 — v) Uxyy (0, у) = E (у), 

где у — отнотение«Нуассона, физическая константа, зависящая 
от материала. Вместо (4) мы должны теперь рассмотреть функцио- 
нал более сложной структуры: 

7 (и) = | | [see + Uyy)* — 2 (1—V) (Uxatlyy — Uxy) — 2pu] dz dy +- 
R 

+2 [ gudy+2 | ду, 

поскольку необходимо учесть воздействия СИЛ 7 Mg Ha ребре. 

Вывести уравнения динамического программирования, используя 

в качестве переменных 

$ $ 

М (x, у) — -_Ихх — УИуу, У (<, У) — Иххх + (2 ~~ v) Ихуу- 

См. статью Н. Дистефано, указанную в конце главы. 

16. Управление системой с распределенными 

параметрами 

: Задачи управления системами с распределенными параметрами 
в общем случае приводят к уравнениям в частных производных. 
Рассмотрим, например, задачу выбора функции управления 1 == 
—= и (5, {), минимизирующей 

T 1 

J (u, v) = | | [g (x) uw? + v*] dx dt (4) 
0, 0 

при ограничениях 

Ut = Ug, + v, u(z,0)=f(z), и( д =и(0,д=0. (2) 
Будем предполагать, что g (x) > 0. Легко проверить, что урав- 

нение Эйлера для задачи (1), (2) имеет вид 

Vi = — хх + 8 (1) и, и = их + V (3) 
при ограничениях 

u (x, O) = f (2), u (i, 4) =u (0, t) = 0, (4) 

v(x, T) = 0, v(i,t) =v (0, ) = 0. 

Для рещения задачи (1) — (2) будем использовать дискретизацию 
и метод динамического программирования.



Непрерывную задачу можно решать и непосредственно, однако 
для этого потребовалось бы ввести некоторые более сложные 
понятия. Итак, определим 

Uij = U (ih, jo), 

где 
МЕ = 1, № = Г. 

Обозначим через и; и ь; (М — 1Т)-мерные векторы 

и; = [м;;|, 

v; = [v;;), j=i,2,...,M@—1. 

Задачу (1) — (2) можно заменить дискретной задачей отыскания 
N 

min >) [(Guz, ui) + (vi vi) (5) 
{vz} i=R 

при ограничениях 

ина = И — ро] и; - hy, (6) 

где О определяется, как и ранее, 

G = diag Ig (A), ..., g ((M — 1) ))]) 

и р = 1/62. Начальное условие ио для (6) определяется из (4). 
Если мы рассмотрим последовательность вариационных задач 

м 
Тв (с) = пт > [(@щ, и (, в], URp=c, 

{21} 7—8 
при ограничениях 

ша: = Ц — рО] и; - йь,, 

то, поступив, как и выше, получим 

Тв (с) = min (Сс, с) + (v, v) + trot (И — GQ] С +- hv)|, 

(7) 
fy (Cc) = (Ge, с). 

По индукции легко показать, что 

Тв (с) = (Акс, с). 

Теперь можно получить минимизирующее значение у, а именно: 

р = —# 1 — РА Аа И — QI, (8) 

и рекуррентное уравнение для Ан 

в = +1 — р И—И-+ РА. й-1 И — 00, (9) 
где 

Ах — (т.



Можно показать, что при соответствующих ограничениях на отно- 
пение р необходимые обратные матрицы всегда существуют, 
и данный метод численно устойчив. В гл. 10 мы увидим, что при 
небольшом изменении способа дискретизации можно гарантиро- 
вать существование и усфзрйчивость для любых положительных 
значений р. 

УпРАЖНЕНИЯ 

1. Показать, что если дискретизировать уравнение 

Я Ut = Ugg + V 

по формуле 

и:+1 = И + р] и; -- Ц -- ро в, 

то рекуррентное уравнение для Ар принимает вид 

. АА=б+РИ-—И+ ИРА, 4Р]-1 Р, 

Р = И + р01-1. 
2. Показать, что это уравнение имеет решение и является 

численно устойчивым для любого положительного р. 

где 
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6 Глава 

Инвариантное погружение 

1. Инвариантное погружение 

В течение последних десяти лет с помощью теории инвариант- 
ного погружения были получены новые аналитические и численные 
результаты в различных областях знания, таких, например, как 
физика атмосферы, теория переноса, распространение радноволи 
и т. д. С нашей точки зрения, метод инвариантного погружения 
позволяет заменить линейные двухточечные граничные задачи, 
вычислительные алгоритмы для которых часто оказываются не- 
устойчивыми, задачами Коши, для решения которых существуют 
устойчивые численные методы. Метод инвариантного погружения 
можно применять и в тех случаях, когда соответствующая вариа- 
ционная задача не существует. 

Основные идеи инвариантного погружения можно пояснить 
на примере следующей задачи. 

Рассмотрим процессе переноса нейтронов в стержне длины Ё 
(рис. 1). Обозначим через и (Ё поток нейтронов вправо в точке # 

  

- oft] -—- u(t) 

u(o)—-¢- ) ) о Рис. 1 

и через ь (В — поток влево. Начальные потоки и (0) и ь (Г) счи- 
таются заданными. Если рассмотреть движепие частиц на иптерва- 
ле между Ёи -| А, где А < Ё, и затем положить Л -> 0, то легко 
можно получить дифференциальные уравнения, связывающие и (1) 
и 1 (1. Во многих случаях, когда частицы в потоке не взаимодей- 
ствуют между собой, эти уравнения принимают простой вид: 

u'’ = Au-+ Вь, 

и = Cut Du, (1) 

и (0) =с., v(L) = Cy. 

Эта двухточечная граничная задача линейна, поэтому можно 
сделать так, чтобы ее решение зависело от решения системы липей- 
ных алгебраических уравнений. Однако есть опасение, что при 
решении системы (1) обычные методы могут оказаться численно 
неустойчивыми, если не припять специальных мер. 

 



Рассмотрим теперь эту задачу с иной точки зрения. Поток 
вправо и (1) в некоторой точке стержня состоит из двух компо- 
нент — потока и (0) в прямом направлении и потока и (Й, отра- 
женного от правого конца. Если для стержня длины Г в точке # 
обозначить через 7 ($ Г.) и НВ (1, 2) коэффициенты пропускания 
и отражения соответственно, то 

u(t) = T(t, L) u (0) + R(t, L) v (L). (2) 
Аналогичное представление справедливо и для и (1). Видно, что (2) 
непосредственно вытекает из линейности (1). 

Если рассмотреть изменение коэффициентов пропускания 
и отражения при увеличении длины стержня от Ё до L + AL, 
то можно получить дифференциальное уравнение для В (& Г) 
и Г (6, 2), как для функций от С. Эти уравнения в общем случае 
являются задачами Коши, устойчивыми по отношению к боль- 
шинству численных методов, и поэтому легко могут быть решены 
численно. 

Метод инвариантного погружения с успехом применялся для 
решения многих классов задач, включающих обыкновенные диф- 
ференциальные, интегральные и интегро-дифференциальные урав- 
нения. Нас в основном будут интересовать разностные уравнения. 

2. Преобразование Риккати 

Рассмотрим системы линейных разностных уравнений 

Uit, = Aju; | Ви; | еь, 1) 

Vin, = Cu, + Dwi,+ fi, t= 1, 2,..., N—14, 

где и; и 0; суть М-мерные векторы. Кроме того, будем предпола- 
гать, что заданы двухточечные граничные условия: 

Шо = С, vx >= d. (2) 

Будем искать решение системы (1) в виде 

vi = Ryu; + Si, (3) 

где матрица СД; и вектор $; не зависят от и; и 0,;. Существование 
решения такого вида есть следствие линейности (1). К этому вопро- 
су мы еще вернемся в следующей главе. 

Выражение (3) можно переписать следующим образом: 

Vier = Ацашища -| 9, (4) 

и использовать (1) для получения связи В ;+1 и $;+1 с В; и $;. При- 
меняя (1) и (4), получаем 

Си: Фо; + В = Вы. [Апы + В; - ei) + Sint, (5)



и подставляя вместо и; выражение (3), находим 

[С + Б.В и + Б +В: = 

= Ri, lAi + В, В] и, + А 4 (е; + В,5;) - $на. (6) 

Поскольку это выражение должно выполняться для всех и;, то, 
приравнивая коэффициенты при и;, получаем соотношения 

[C; + DiRil = Riz, IA; + B; Ry), 
7 

fi + Disi = Riss (€i + Bisi) + Sits, (1) 
или 

" В; = [Riz.B; — Dil 1C; — Ri,Ail, 

$: = [ВыаВ; — БИ — 84 — Внаей. (8) 

Носкольку (3) справедливо для всех и; и U;, TO 

4 = Вмим + Sy- (9) 
e 

Это соотношение должно выполняться независимо от второго 

граничного условия, поэтому мы должны записать 

Ryn = 0, $м = С. (10) 

Итак, теперь мы имеем задачи Коши для определения ДБ; и $,, 
при этом начальной точкой является # = М, и решение строится 
в обратном направлении. Для получения задачи Коши для и; 
подставим (3) в первое уравнение из (1) и получим 

и:1 = [А; + В, ВИ и; + €; + Bisy. (11) 

Это и есть задача Коши для и; с начальным условием 

Ио = С, (12) 

причем значения А; и $; определяются из (8) — (10). Мы отложим 
вопросы о существовании необходимых обратных матриц и о 
численной устойчивости до тех пор, пока не получим конкретных 
значений величин Д;, В;, С; иО,;, которые возникают при дискре- 
тизации уравнений в частных производных. 

УпрРАЖНЕНИЯ 

1. Исходя из представления 

и; = Kyi + Si, 

сформулировать задачу Коши для определения ДА; и 5,. 
2. Исходя из представления и (В = В (1 и(1 -- $(0, сформу- 

лировать задачу Коши для решения (1.1).



3. Одношаговые методы 

Мы уже установили, что можно заменить системы разностных 
уравнений с двухточечными граничными условиями двумя систе- 
мами задач Коши. К сожалению, оказывается, что при этом для 
решения второй задачи потребуется запоминать результаты реше- 
ния первой, а именно величины А; и $;. Однако при некоторых 
условиях метод инвариантного погружения приводит к задачам 
Коши без какого-либо увеличения необходимой памяти. Это 
обстоятельство можно пояснить на простом примере. 

Рассмотрим скалярные разностные уравнения 

и:+1 = A; + Oi, 

Vig. = CU; + AyD; (1) 

с граничными условиями 

Up = 0, Vy = 1. (2) 

Поскольку система (1) линейна, то легко обобщить эти граничные 
условия или добавить возмущающее воздействие в правую часть, 
воспользовавшись принципом суперпозиции. Чтобы подчеркнуть, 
что процесс (1) — (2) является М-шаговым, церепишем (1) и (2) 
в виде 

из-1 (М) = а; (№) + Бь, (№), ио (№) = 0, 3 

нь (№) = сш (№) Е вл (№, вн (№ =. (3) 
Предположим далее, что мы рассматриваем то же самое уравнение 
с теми же граничными условиями, но с той лишь разницей. что 
процесс теперь проходит через Л -- 1 состояний: 

Wits (NV + 1) = aju; (NV + 1) + by; (N + 4), up (NV +1) = 0, 

Vin. (N + 1) = cyu; (N + 1) + dy; (N +1), vyisr(N +1) = 1. 

(4) 
Вследствие линейности решения систем (3) и (4) совпадают с точ- 
ностью до некоторой мультипликативной постоянной k, tv. e. 

и: (М 1) = ku; (N), 

в; (М1) = А, (М). (5) 

Полагая в (5) i = NV и вспоминая граничное условие 

вм (№) = 4, (6) 
видим, что 

Е = vy (N + 1), (7) 

- uj (NV + 1) = vy (N + 1) u; (YN), 
v; (N + 1) = vy (N + 1) (№. (8)



Таким образом, мы получили фундаментальные соотношения ин- 
вариантного погружения, которые показывают, как изменяется 
решение при увеличении длительности процесса. 

Определим г; как 

г: = и, (1). (9) 
Ноложив в (4) {Е = М, получим 

Гу+1 = @мим (М + 1) + Oyvy (N + 4), 

1 = слим (М + 1) + dyvy (N + 4). (10) 

Полагая в (8) 1 = М, получаем 

un (№ +- 1) = Uv (№ +- 1) ry. (14) 

Решив (10) и (11), можно выразить Гу. через гм: 

ry+1 = (Qn + Oyry)(Cw + Ayry). (12) 
Цоскольку 

| Шо (№) = 0 (13) 
для всех №, то для (12) получаем пачальное условие 

ro = 0. (14) 

Возвращаясь к предыдущему разделу, видим, что (12) является 
скалярным аналогом уравнения (7). Однако мы все еще не исполь- 
зовали всех возможностей метода инвариантного погружения. 

Пусть мы хотим найти из (№) и в» (№) для некоторых заданных 
значений Ки Л. Решая уравнения (10), получаем им (№ -{ 1) 

ау —смгм+1 
  

  

Uw (N + 1) =— a tew (15) 

Нодставляя (15) в (8), получаем 

ам—смгм+1 
ui V+ 1) = andy —byen (м), М (16 

an —CNTN41 > ) 
и; (М-1) = р: (№),   

амак —6мсм 

Для определения и» (№) и в» (№) поступим следующим образом. 
Решим (12) для М =1,2,..., К. Затем побавим (16) с началь- 
ным условием 

ив (Е) = ть, Up (k) = 1 (47) 

m peumm (42) w (46) nnn N= ki, -+1,...,М —1. Хотя здесь 
и не требовалось никакой памяти, мы получили лишь значения 
ив (№) ив» (№). Если нас, кроме того, интересуют значения и; (№)



nv, (NV), то мы должны добавить к (12) другую систему уравнений 
типа (16) и решать эту систему, положив ий = { с начальными 
условиями 

u,({l) =r, в (0 =14. (18) 

Хотя эта процедура весьма полезна, мы будем далее предполагать, 
что имеющейся памяти достаточно для осуществления первона- 
чального варианта процедуры. Однако читатель должен иметь 
в виду, что можно пользоваться и только что описанным методом, 
который во многих случаях может оказаться более удобным. 

УпрАЖнНЕНИЕ 

Получить эквивалентные результаты для векторных уравнепий 
из разд. 2. Указание. Рассмотрите матричную систему 

(141 (№) = А;0; (№) + В.Т, (М), 

У: (1!) = С:0, (№) + Б.У; (М), 

Uy (М) =0, Vy (№) = Г, 

и покажите, что 

О: (М +1) = U; (N) Vn (NV + 1), 
Vi (N + 1) = Vi (N) Vin (NV + 4). 

Какова физическая интерпретация этих уравнений? 

4. Дискретизация 

Теперь мы можем вернуться к решению уравнений в частных 
производных эллиптического типа. В качестве примера опять 
рассмотрим уравнение Лапласа 

Ихх —- Uyy = 0 (1) 

на прямоугольнике 

О<х<а О<у<Ь (2) 

с грапичными условиями, заданными на всех его сторонах. Покро- 
ем эту область сеткой и рассмотрим только точки 

и; = и (№, №), 1-04, ..., №, 1 = 0, 1,..., М. (3) 

Здесь мы, как и прежде, предположили, что а и 6 таковы, что 
можно использовать фиксированную сетку с размером ячейки Й. 
Заменим частные производные в (1) стандартными конечно-раз- 
ностными приближениями 

9 и: ;/д2? = (илл, j —2Uij + Ui-n, ИНО (9), 
4 

ди: /ду? = (м. а — ии -Нив, 4 В НО (№). “)



Таким образом, мы пришли к задаче решения системы линейных 
разностных уравнений (№ — 1) (М —1)-го порядка. 

ина. НИ, наи Нива ил, ;=0, i=1,2,...,N—1, 

1=14,2,.... М-—1. (5) 

Значения и;о, ис им; И и; м определяются граничными условиями. 
Поскольку линейные разностные уравнения в (5) «разреженные» 
(ни одно уравнение не содержит более пяти неизвестных), то для 
решения этой системы уравнений выгодно применять итерацион- 
ные методы. Мы же поступим по-другому. 

Определим (М — 1)-мерные векторы и», (М — 1)-мерную 
матрицу О и (М — Т)-мерные векторы гр точно так же, как и в 
гл. о, а именно: 

ив = [Uni], 

2, i=j, 

9= (9:), ‚ где gsi=_ —1, [i—jl=14, 
О в противных случаях, 

Иво, 1—1, (6) 

тв =[Гв|, Toe тгв=‹ Ивм, 1=М-1, 

0 в противных случаях. 

ТГелерь уравнения (5) можно переписать в виде 

Uns — 2Up-+ Up-4— Оив--тв=0, (7) 

при этом граничными условиями являются два точечных условия, 
а именно известные значения ши их. Уравнение (7) можно, напри- 
мер, рассматривать с той точки зрения, что первые его три члена 
аппроксимируют производную вектора ив по х, в то время как 
последние два члена — производную по у. 

5. Рекуррентные соотношения 

Будем искать решение (4.7) в виде 

Unti = Aplp + Op, (1) 

де Анибр не зависят от из. Существование такого решения было 
показано в разд. 2; см. также следующую главу. 

Подставляя (1) в равенство 

Ир+1 — ZUR + UR-4 — Оив -- Гв = 0 (2) 

и разрешая относительно из, получаем 

Up = [20 + Q — Api (Up-1 + Op + Tp). (3)



Сравнивая (3) с (1), немедленно получаем 

Ав = РО — Ан", 

bp-1 = Arn-1 (On + Tp). (4) 

Подставляя в (1) R = N — 1, получаем для (4) начальные условия 

Ам = 0, by = им. (5) 

Итак, вычислительная процедура опять сводится к решению 
задачи Коши (4) и запоминанию результата. 'Гогда соотношение (1) 
является задачей Коши с начальным значением ид. 

6. Связь е динамическим программированием 

Поскольку изложенная вычислительная схема напоминает как 
метод динамического программирования, так и метод преобразова- 
ния Риккати, то было бы интересно точно определить связь между 
ними. 

Пусть Ави Бв определяются из (3.4) и (3.5). Обозначим 

Bre =—f— Ав, 

вл — bp. . (1) 

Используя рекуррентные уравнения из разд. 3, найдем уравнения 
nan Bp uw dp: 

Bp = [| — И + 0 — Bryil, 

dp = LT — Bgl) (dria + Tr) (2) 
И 

ив = И — Bz] Ив-1 + dp (3) 

с начальными условиями 

Ви = Г, dy = Uy. (4) 

Последние три уравнения точно совпадают с уравнениями, полу- 
ченными методом динамического программирования. 

7. Невырожденность и устойчивоеть 

Поскольку матрицы Ав, фигурирующие в методе преобразова- 
ния Риккати, связаны с матрицами, полученными методом дина- 

мического программирования, соотношением 

Ав = 1 — В вл, (1) 

то очевидно, что 

0 А, Г В<М-1, (2) 
NOCKONBRY



как это известно из разд. 7 гл. э. Поэтому ясно, что все требуемые 
матрицы существуют, и нужные обращения можно выполнить. 

Для доказательства устойчивости поступим, как и ранее. 
Предположим, что мы используем рекуррентное уравнение 

Ан = [27-0 — А, (4) 

и допускаем при этом некоторую ошибку. Тогда можно считать, 
что в действительности мы решаем уравнение 

Ав- = [АО — Al, (5) 
где 

— 

Ав = Ав + Ев (6) 
9 

состоит из желаемого решения и ошибки. 
Выполняя очевидные алгебраические преобразования, получаем, 
как и выше, что 

Ев > [27 -- О — Agi” Ep [22 + Q@ — Ан", (7) 

если начальная ошибка достаточно мала. Таким образом, 

Ев-1 = Ав-ЕвАв-1. (5) 

Вспоминая, что в силу (2) 

[Arnall <4, (9) 

получаем из (8) неравенство для норм: 

| Ев-1|| < | Ел. (10) 
Таким образом, эта процедура численно устойчива !). Аналогичное 
утверждение справедливо для уравнения 

bp-1 = Apt (OR + rr) (11) 

Upt+1 = Apup + Op. (12) 

Итак, приходим к заключению, что изложенный метод численно 
устойчив. 

и для уравнения 

8. Связь с методом исключения Гаусса 

Стандартные конечно-разностные уравнения (4.5) можно зани- 
сать как систему липейных алгебраических уравнепий 

Pw = d, (1) 

где Р — матрица размера (N — 1) (М — 1), определяемая 
способом дискретизации, и — вектор неизвестных во внутренних 

узлах сетки, а правая часть d определяется из граничных усло- 

  

т) Следует помнить, что в методе преобразования Риккати решение 
строится в обратном направлении.— Прим. ред.



вий. Используя обозначения из разд. (4), перепишем (1) в блочной 
тридиагональной форме: 

            

((22+Q] —L | 0 Uy ио-- Г 

—1 [27-- 91 —1 Uo rg 

- и Гм-1 

0 —1 [27-- ОН Тим-1 Uy +ry 

(2) 
Систему (2) можно решить методом исключения Гаусса, учитывая 
блоки, целиком состоящие из нулей. Видно, что (5.4) соответствует 
приведению матрицы к треугольной форме (триангуляризации), 
а (5.1)— обратной подстановке. Связь между триангуляризацией, 
динамическим программированием и инвариантным погружением 
уже отмечалась ранее. Все достоинства излагаемого метода станут 
очевидными при решении уравнений эллиптического типа на нере- 
гулярных областях. 

9. Связь © уравнением Риккати 

Выразим Ан из (5.4) через Ав-л: 

или 
Ав =0+ 21 — И — (1 — Ав). (2) 

Поскольку спектральный радиус матрицы Г — Ан в силу (7.2) 
меныше единицы, то [7 — (Г — Ар_‚)Г" можно представить в виде 
ряда 

[Г — (1 — Ав) = Г (ТТ — Ав-) + (Т— Ава... 
(3) 

Теперь можно выразить разность Ав — Ав, следующим образом: 

Ав — Ави = © — (Г Ав)” — 1 -— Ав —.... (4) 
Обозначив Г — Ав через Бв, нолучим 

Bp — Baim @ — Вь-4. (5) 

Это уравнение похоже на дифференциальное уравнение Риккати 

dS/dx = O — 8S”. (6) 

Уравнение Риккати (6) получается точно в непрерывном динами- 

ческом программировании или в непрерывном методе инвариантно- 

го погружения.



10. Инвариантное погружение 

Для решения нашей двухточечной задачи можно также приме- 
нить метод инвариантного погружения. Мы можем работать либо 
с системой разностных уравнений, как в разд. 5, либо непосред- 
ственно начать с уравнения второго порядка. Пойдем по второму 
пути. ' 

Замечая, что решение задачи зависит от длины области, запи- 
шем ') 

u(it41, N) — [22+ Qlu(i, NM) и@-4, N)+r(i) =0, 
(1) 

u(0, N)=c, u(N, N) =d. (2) 
Вследствие линейности задачи решение (1) — (2) для любого 
1 < М можно представить в виде 

. u(i, VN) = U (i, N) d-+ pti, N), (3) 

где матрица 0 (1, NV) является решением задачи 

(ЕЛ, №) — РОО (Ем 9—1, М) = 0, 

О (0, №) =0, И (М, №) =Г, (4) 

а вектор р (1, №) удовлетворяет уравнению 

РЕНА, М) — [27 Ор (в, М) РЕ 1, М) + "(д = 0, 
р (0, №) =с, р(М№, №) = 0. (5) 

Эту задачу можно решить, определив закон изменения решения 
в зависимости от величины М№. 

Прежде всего рассмотрим (4) на интервалах длины Ми М + 4, 
т. е. задачи 

U (i +41, №) — (21 + O1U (i, N) + UG —1, N) = 0, 
U(0,N) =0, U(N,N) =I, (6) 

где я 

ИЕ, М1 — РОО (Е М- + 

U(0,N+1)=0, U(N+1,N+4) =I. (7) 

Ясно, что благодаря линейности этих уравнений их решения отли- 
чаются только мультипликативной постоянной. Используя гра- 
ничные условия, находим, что 

И (Е М1 1) = 0 (& N) U(N, N +1). (8) 

") В этом разделе удобнее пользоваться o6o3sHayeHMeM u (i, NV), a He u; (JV).



Это и есть фундаментальное соотношение погружения. Определим 
В (М') как 

R(N) = U(N, N + 1). (9) 

Из граничного условия получаем 

В (0) = 0. (10) 

Подставляя в (7) г = М, находим 

т — РО в (№ U0 (N —1, N41) =0 (11) 

и, подставив в (8) $ = М — 1, получим 

U(N —1,N +1) =R(N —1)R (Q). (12) 

"Генерь можно исключить 0 (№ — 1, N + 1) из (14) и (12), что 
приведет к рекуррентному уравнению для А (№) 

В (№) = (22+ Q— R(N — 1))-. (13) 

‘Takum образом, чтобы найти 0 (п, №), необходимо решить Урав- 
нение 

R (i) = РГО — В ((— 1)", В (0) = 0, (14) 

для =1, 2, ..., п. Затем следует добавить (8) и (9) 

U(n, i+ 1) = U(n, i) R (i) (15) 
при условии 

О (п, п) = В (п). (16) 

Tenepb остается решить (14) и (15) для = п, ..., М— 1. Для 
решения задачи (5) пноступим аналогичным образом. Записав 
задачу для отрезков длины М и VN + 1, получаем 

Р(Е-Л, №) — РГ Qlpti,")+ p(i—1,N)+r(i) =0, 
р (0, №) =с, р(М, №) = 0, (17) 

РЕАЛ, М-Н 1) — [27+ Ор (Е М + 

p(0, N+4)=c, p(N+1, N+4) =0. (18) 
Чтобы получить связь между р (1, №) ир (1 М - 1), опять исполь- 
зуем линейность. Рассмотрев разность р (1, N + 1) — p(i, №), 
заметим, что она обращается в нуль при 1 = 0. Следовательно, эта 
разность должна входить как постоянный множитель в решение (4). 
Для определения этой постоянной используем граничные условия 
и придем к соотношению погружения 

p(i, N+ 4) =p(i, N+ U (i, Ny pW, N+ 14). (19)



Определим $ (№) как 

s(N) = p(N, N + 1), (20) 

и тогда из (17) получим 

$ (0) = с. (21) 

Положив в (18) 7 = NV, можно записать 

— [27 + 01$ (№) 4+ p(N —1, N+1)4+r(N)=0. (22) 

Подставив далее # = NV — 1 в (19), получим 

p(N —1, N+ 1) =s(V—1)4+ R(N—1)s(N). (23) 

Vicnonpsys (14), (22) u (23), nomyaaem pekyppeHTHoe cooTHOMmeHHe 

$ (№) = В (№) 5 (М — 1) + " (№). (24) 

Теперь можно полностью описать метод инварнантного погруже- 
ния для определения и (п, №) — решения уравнений (1) — (2) для 
некоторого п < №. Процесс начинается с решения уравнений 

В (1) = 27-4 0— В (1 — 1)1-%, 
sii) = Ri) ls Gi —1) 4+ r (i (25) 

с начальными условиями 

В (0) =0, $(0) = с. (26) 

При { = п добавляются уравнения 

U(n,i+ 1) = U(n, i) R (i), (27) 

p(n,it+t)=p(r, i) +U(, is (i) 
с начальными условиями 

О (п, п) = Г, 

р (п, п) = 0. (28) 

Далее опять решаются (25) и (27) до тех пор, пока не будут найде- 
ны OU (п, №) и р (п, №). Наконец, 

и (п, №) = 0 (п, №) ср (п, №). (29) 

Ясно, что в методе инвариантного погружения при решении одних 
и тех же фундаментальных уравнений мы уже не должны запоми- 
нать А (1 из (1. В этом состоит основное достоинство метода. Ero 
недостаток заключается в том, что для каждого вектора и (А, №), 
который мы хотим получить, нужно добавлять другую систему 
уравнений, аналогичных (27), с начальным условием при it = К.



УпрАЖНЕНИЯ 

1. Было показано, что система (25) имеет единственное реше- 
ние и эти уравнения численно устойчивы. Показать, что это 
справедливо и для системы (27). 

2. Применить метод инвариантного погружения для решения 
уравнения и” (#1 + Е(и (1 =} (0, и (0) = д, и (©) =с.. 

11. Непрерывное инвариантное погружение 

На вопрос о получении численного решения граничной задачи 
эллиптического типа можно было бы взглянуть с иной точки зре- 
ния. Мы могли бы оставить все переменные непрерывными и ста- 
раться построить непрерывную задачу Коши. В качестве примера 
рассмотрим следующую задачу. 

Пусть и (х, у) является решением уравнения 

И хх + Uyy = 0 (1) 

на прямоугольнике 0 < 5 < а, 0 < у < 1 с граничными условия- 
ми 

и (0, у) = и (2, 0) = u(z, 1) = 0 (2) 
и еще одним новым граничным условием 

их (а, у) = 8 (У). (3) 
Чтобы подчеркнуть зависимость и от длины прямоугольника, 
запишем 

и (х, у) = и(т, у, а). (4) 

Пусть р (х, у, а, $) — решение уравнения 

Vax + Vyy = 0 (5) 
на том же самом прямоугольнике с граничными условиями 

р (0, у, а, $) = в (2, 0, а, $) = в (х, 1, а, $ =0 (6) 

и 
и. (а, цу, а, $) =6(у— $), O<s <i, (7) 

где 6 (у) есть дельта-функция Дирака. Таким образом, функция 
о (х., у, а, 5) тесно связана с функцией Грина. Использование дель- 
та-функции можно сделать вполне законным с помощью теории 
обобщенных фупкций. Перейдем к формальному изложению. 

Сравнивая системы для и и р, с помощью принципа супернози- 
ции получаем: 

1 

и (т, у, а) = ре, у, а, 2) Е (2) а. (8) 
0



Следовательно, если мы сможем определить и, То задача будет 
решена. 

Для определения ь начнем с дифференцирования системы 
(5) — (7) по длине отрезка а. Тогда получим, что функция из 
Удовлетворяет уравнению ') 

(из)аа -- (©3)22 = (03) хх Е (Vs) yy = 0, (9) 

при этом граничные условия получаются из (6): 

из (0, и, а, 5) = 5: (5, 0, а, $) = вз (1,1, а, =0. (10) 

Граничное условие в окончательном виде получается дифференци- 

рованием,(7) по а, что приводит к уравнению 

ал (а, у, а, 5) аз (а, у, а, $) = 0. (11) 

Сравнивая (9) — (11) с (5) — (7) и применяя принципи суперпози- 
ции, получаем фундаментальное уравнение погружения 

1 

V5 (x, у, а, $} == = | v (x, у, а, 2) Vi4 (a, 2, a, $) dz. (12) 

0 

Поскольку и— решение уравнения Лапласа, то (12) можно пере- 
писать в виде 

4 

V3 (L,Y, a, S) = | и (т, у, а, 2) 00 (а, 3, а, $) а2. (13) 

Определим г (а, и, 5) a 

г (а, ш, $) = V(a, W, a, 3). (14) 

Из (6) получаем начальное и граничные условия 

г (0, ш, $) =0, г(а, 0, $) = г (а, 1, $) = 0. (15) 

Продифференцировав (14) по а, получим дифференциальное урав- 
нение для г: 

Га (а, ш, $) = и (а, ш, а, $) + V3 (a, ши, а, $), (16) 

которое с учетом (7) принимает вид 

r, (a, w, s) = 6 (w — s) + v3 (a, W, а, 3). (17) 

Наковец, подставив вместо из выражение (13) при х = а, нолучим 

1 

ro(a, w, s)=8(w—s)+ \ r (a, W, 2) Tee (a, 2, S) dz. (18) 

0 

1) Во избежание недоразумений мы будем пользоваться обозначением цу, 
i = 1,2, 3, 4, для записи производной г по :-й переменной. Таким образом, 

03 (т, у, а, 5) = Ug (x, у, а, 5).



Для определения и (х, у, $) решаем (18) при 0 < а < х с началь- 
ными условиями (15). При а = х добавляем уравнение (13), кото- 
рое с учетом (14) можно записать в виде 

1 

03 (х, и, а, $) = \ v(x, Y, @, 2) Top, (a, 2, S) dz, (19) 
0 

что представляет собой задачу Коши с начальным условием 

р (х, у, х, $) =г(х, у, 3). (20) 

Наконец, при заданном значении [ функция и (х, у, [) получает- 
ся интегрированием уравнения (8). 

Из уравнения (18) можно получить ряд стандартных численных 
методов. Если, например, дискретизировать переменные и и $, т. е. 

w;,—= ih, s; = jh, — (24) 
то получится метод прямых. Если для вычисления интеграла в (18) 
воспользоваться формулой трапеций, то опять же получится 
стандартный метод прямых. Если теперь дискретизировать а, 
то мы придем к конечно-разностному методу. Преимущество 
работы с выражением (18) состоит в том, что это уравнение позво- 
ляег использовать много новых подходов к решению. Так, напри- 
мер, можно было бы использовать в (18) гауссову квадратурную 
формулу. Можно ожидать, что в результате получится более 
точный метод, чем обычные. Однако в этом направлении еще много 
предстоит сделать. 

УпраАжнЕНИЯ 

1. Распространить полученные результаты на случай уравне- 
ния Ланласа с граничными условиями 

и (0, y) — 7 (у), Их (а, y) = § (у), и (x, 0) — а (5), 

u(x, 1) = b (2). 

2. Показать, что способ дискретизации (21) в совокупности 
с формулой трапеций преобразуют (18) в матричное уравнение 

Риккати 
В. = Г - (1/1?) ВОВ. 

3. Решить задачу (1) — (2) с дополнительным условием 

и (а, у) =Т (У). 
Указание. Использовать решение для и и затем решить уравнение 
Фредгольма при х = а. 

4. Доказать, что 

г (х, У, 2) =F (х, Ly y).



12. Обобщенные преобразования Риккати 

Преобразование Риккати можно обобщить и для первоначаль- 
ной непрерывной задачи. Рассмотрим опять уравнение Лапласа 

Ихх + Uyy = 0 (1) 

на прямоугольнике О ха, О< уз, на всех сторонах 
которого заданы значения функции и. Будем искать решение в виде 

b 

и (х, у) = | r(x, y, 2) Ux (x, 2)dz+s (x, y). (2) 

0 

Дифференцируя (2) по х, получаем 
b 

их (т, у) = \ rx (@, Y, Z) Uy (x, 2) dz+- 

0 

b 

+ | г (т, у, 2) Ихх (x, 2) а2-|- $х (>, у) (3) 

0 

и с учетом (1) 
b 

и: (т, У) = \ Гх (т, у, 2) их (5, 2) dz— 
0 

b 
— | г (т, Y, Z) Uzz (x, 2) dz-+ $; (х, у. (4) 

0 

Дважды дифференцируя (2) по у, получаем 

b 

Uyy (x, y) = \ Гуу (zx, У» 2) Их (x, 2) 42 -|- $уу (x, y). (5) 
0 

Наконец, воспользовавшись этим уравнением и известным свой- 
ством дельта-функции, перепишем (4) в виде 

b b 

\ d(y — 2) uy (x, 2)dz= \ Гх (х, у, 2) Uy (x, 2) dz— 

0 0 
b 

| r(z, Y, W)Tww (x, w, 2) dwdz— 

0 

r (X,Y, 2) Szz(%, 2)dz-+S,, (x, y). (6)



Приравнивая коэффициенты при и,, получаем 
b 

ra(x, y, 2) =8(y—z)+ \ r(x, Y, W) uw (x, w, 2) dw, 
J | 

(7) 
$х (2, у) = \ r(x, Y, 2) Szz (x, 2) dz. 

C
h
e
y
 O
F 

Потребовав, чтобы (2) выполнялось на границах, придем при 
х =а, у = О ину = к равенствам 

г (х, у, =) =0, $($, и = и(х, у, (8) 

что дает исходное и дополнительное уравнения для определения г 
и $. Таким образом, г и $ определяются в обратном направлении, 
т.е. тх = акх = 0. Поскольку и (0, у) известно, то (2) приводит 
к уравнению Фредгольма для определения недостающего началь- 
ного условия и. (0, у) с учетом г (0, у, 2) и $ (0, у). Наконец, ком- 
бинируя (1) и (5), получаем задачу Коши для определения и»: 

b 

их (2, = — | Тиу (2, У» 2) их (т, 2) Чаи, (2, У), (9) 

при решении которой используются значения г и $, хранящиеся 
в памяти. Требуемые значения и тогда определяются из уравне- 
ния (2). 

13. Бигармоническое уравнение 

Непрерывный метод можно применить и для решения бигар- 
монического уравнения; при этом получается неожиданный ре- 
зультат. Рассмотрим, например, задачу деформации прямоуголь- 
ной пластины с тремя закрепленными краями, которая состоит 
в решении уравнения 

W sexx + 2W xxyy + Wyyyy = 9 | (4) 

с граничными условиями на закрепленных краях 

ши = ш, =0 (2) 

и с условиями 

хх — | (у), ххх + 2Weyy — 8 (у), (3) 

заданными на свободном крае, т. е. при х = а. Для решения 
задачи (1) — (3) введем функции и (х, у, 2) по (т, у, 2), удовлетво- 
ряющие (1) и (2), т. е. 

Ихххх Е ВИ хуи + Uyyyy 0, 

Иххих | 20ххуу + VDuyyy 0 (4)



с граничными условиями 

u =u, =vV=v, = 0 (5) 

на краях х = 0, у = Оиу = 1. Потребуем, чтобы на крае х = а 
выполнялись равенства 

Ихх — 6 (y — 2), 

Иххх —b AUscyy = 0, 

Vex = 0, (6) 

Иххх Е 210 ху = —§ (y — 2). 

Итак, ш определяется с помощью суперпозиции 

9 1 1 

(г, = | ие, у, ЭР аа | вру, 2) 8 (94. (7) 
0 0 

Будем теперь считать, что и и о являются, кроме того, функциями 
длины а пластины. Детальное рассмотрение оставляем читателю. 
Важность изложенного подхода объясняется следующими сообра- 
жениями. Если мы поступим, как в разд. 44, то получим, что 
функции р, 4, Ги $, определяемые как прогибы на крае х = а, т. е. 

р (х, у, 2) — Wy (х, YU, 2, 2), 

а (т, у, 2) — 4 (x, у, L, 2), 

г (2, у, 2) = и(х, у, <, 2), (8) 
S(x,y, 2) =U (a, Y, &, 2), 

удовлетворяют интегро-дифференциальным уравнениям 

1 

Ро (а, 2, y) =S8(a—y) +2 | P (a, Y, 2) Pez (a, 2, y) dz— 
0 

4 

~~ | 4 (а, L, 2) Гл (а, 2, у) dz, 

0 

1 

Ча (а, т, y) = pa, т, y) +2 \ р(а, x, 2) 92 (а, 5, y) dz — 

' 0 

— \ д (а, L, Z) Szz2z (a, 2, у) dz, (9) 

0 

1 

Го (а, с, у) = р(а, х, у) +2 \ r(a, L, 2) Pez (A, 2, y) dz— 

0 

1 

— \ $ (а, т, 2) Гуль (@, 2, y) dz, 

0



1 

Sa (a, , y)=q(a, x, y)+r(a, x,y)+2 \ r(a@, X, 2) Qzz (a, 2, y) dz — 
0 

1 

— \ S(@, X, 2) Szz2z (@, 2, y) dz. 

0 

Нетрудно показать, что эти уравнения в совокупности с соот- 
ветствующими исходными и дополнительными условиями облада- 
ют тем свойством, что 

р (а, х, у) = р (а, у, 1), $(а, т, у) = $ (а, у, 1), 
4 (а, с, у) = 4 (а, у, 2). (10) 

Эти свойства симметрии известны как соотношения взаимности 

Бетти, играющие важную роль В строительной механике. 

УпраАЖнНЕНИЯ 

1. Пусть и и © определяются соотношениями (4) — (6). Поло- 
жим 

и = и (х, у, а, 2), и = (т, у, а, 2)._ 

Сформулировать задачи Коши для отыскания и и и как функций 
or a. 

2. Используя результаты упражнения 1, доказать соотноше- 
ния взаимности (10). 

_14. Случайное блуждание 

Коснемся кратко фундаментальной взаимосвязи между теорией 
потенциала и теорией вероятностей, что позволит дать простую 
интерпретацию некоторых результатов, полученных с помощью 
инвариантного погружения. 

  
Рие. 2 ааа 

М l М 

Рассмотрим для начала задачу об одномерном случайном блу- 
ждании (рис. 2). Предполагается, что частица, находящаяся 
в Точке #, с равной вероятностью может двигаться вправо или 
влево, при этом & принимает значения М 1 4,..., М — 1. 
Точки № и М являются поглощающими барьерами в том смысле, 
что процесс блуждания заканчивается, как только частица достига- 
ет одной из этих точек. 

Введем функцию 

р (1) = (вероятность того, что, начиная с $, точка 
постигнет положения М прежде, чем 
положения №), М 1<#=—< М — 1. (1)



Область определения этой функции можно расширить с помощью 
граничных условий 

v(N) =0, v(M) =1. (2) 
Из вышеизложенного вытекает, что V (i) YHOBMeETBOpHET pas- 

ностному уравнению 

. 1 . es 
v(i) == [vi +1)+v0G—1)1, (3) 

или 

v (i + 1) — 20 (i) + v(t — 1) = 0. (4) 

Очевидно: что это уравнение является дискретным аналогом одно- 

мерного уравнения Лапласа 

d’vldx2 = 0, v(a)=0, %и(6) =1. (5) 

Рассмотрим теперь процесс случайного блуждания на плоско- 
сти, определенный на узлах сетки (т, п), М. < т < М., М! < 
< п < М№., причем частица с равными вероятностями мозжжет дви- 
гаться в любом из четырех возможных направлений (рис. 3). 

(m,n+) 

  (m-1,n) (т+1,7)} Рис. 3 
(m,n) 

  (m,n-1) 
Введем функцию 

и (т, п) = (вероятность того, что, начиная из положе- 
ния (т, п), частица достигнет ребра (М, п) 

/ раньше всех других ребер). (6) 

Ясно, что и (т, п) удовлетворяет соотношению 

и (т, п) = + ш(т — 1, п) Ги (т 1, п) + 

+ u(m,n+1)+u(m, n — 4)], (7) 

которое точно совпадает с конечно-разностной аппроксимацией 
двумерного уравнения Лапласа 

Uses Uyy — О, (5) 

которое мы изучали ранее.



15. Инвариантное погружение и случайное блуждание 

Пусть М +1 >72. Введем функцию 

и (1, Л] = (вероятность того, что, начиная из положе- 
ния $, точка достигнет положения 7 прежде, 

  

чем положения М). (1) 

Рис. 4 -— t — 
N I J M 

Из рис. 4 ясно, что 

u(i, j +1) =ui, Ли, 1%. (2) 

Это соотношение является скалярным вариантом равенства (10.8). 
Аналогично из рис. 5 получим матричное уравнение. 

М 
  

Рис. 5 (i,J) ” 

      
  

16. Другой способ погружения 

В этом разделе мы приведем другой пример неклассической 
процедуры погружения. Несмотря на свою простоту, этот вариант 
поможет проиллюстрировать один из многих способов получения 
новых численных методов с помощью аппарата инвариантного 
погружения. 

Предположим, что и удовлетворяет уравнению 

Una - мии + 24 (1, Уи=о (1) 
на области В, причем на границе Г этой области имеет место 
равенство 

и =} (х, У). (2) 

Во многих случаях параметр А имеет конкретный физический 
смысл. Будем предполагать, что



и попытаемся выяснить, как изменяется решение исходной задачи 
в зависимости от величины А, т. е. 

и = и (х, у, ^). (4) 

Продифференцировав (1) и (2) по ^, получим 

(Wa) xx + (Ua)yy + dg (z, y) uy = —8 (xz, y)u (5) 

с граничным условием на Г 

и. = 0. (6) 

Пусть @ (т, у, а, 6, ^) — функция Грина для (5) и (6), тогда и» 
определяется выражением 

ил, (2, у, ^) = — | \ g(a, b)u(a, b)G(a, b, x, y, A)dadb. (7) 
R 

Рассуждая формально, мы можем определить функцию Грина 
как решение уравнения 

Gey (L,Y, a, Bb, ^) - Си, (х, у, а, 6, № + 
+ Ag (x, y) G (x, y, a, b, A) = 6 (x—a, y—b) (8) 

с граничным условием на Г 

С (хх, у, а, 6, \) = 0. (9) 

Дифференцируя (8) и (9) по АЛ, находим 

(G4) sox + (Ga) yy ++ Ла (т, у) Gy = —§ (x, y) G (10) 

с граничным условием на Г 

Gr, = и. | (11) 

Таким образом, а» определяется формулой 

G,, (x, у, a, b, A) = ~ 

— — \ \ g (a, D1) G (ал, by, a, b, А) С (х, У, @1, 61, Л) da, а. (12) 

Е 

Величину и (х, у, Л), как функцию от А, теперь можно определить 
следующим образом. Для А = 0 решим уравнение 

Ихх -- Иуу = 0 (13) 

с граничным условием (2) и уравнение 

Ск + а, =6(1-—аиу—Ь (14) 

с граничным условием (9). Теперь можно решить (7) и (12) как 
задачи Коши по А, с ограничениями (2) н (9).



YUOPA/KHEHME 

Рассмотрим задачу 

Uren Uyy = § (x, y) 

с граничным условием и = А] на Г. Определить и как функцию ^. 
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tions, J. Opt. Theory Арр|., (в печатн). 

Эти идеи щироко используются при исследовании интегральных урав- 

нений Фредгольма. Так, например, в уравнении Беллмана — Крейна 

для резольвенты уравнения Фредгольма длина отрезка рассматри- 

вается как параметр, см.



Bensman (Bellman RB.) 

Functional equations in the theory of dynamic programming VIII, 
A partial differential equations for the Fredholm resolvent, Proc. Amer. 
Math. Soc., 8 (4957), 435—440. 

Эти результаты основаны на некоторых абстрактных построениях, 
которые можно найти в работах 

Beprman, Uluddep (Bergman S., Schiffer M.) 

Kernal functions and elliptic differential equations in mathematical 
physics, Academic Press, New York, 1953. 

Мак-Набб, Шумицки (McNabb A., Schumitzky А.) 

Factorisation of operators I: Algebraic theory and examples (B negatTm). 
Factorization and Operators III: Initial-value methods for linear two- 
point boundary-value problems, J. Wath. Anal. Appl., 34 (1970), 391— 
406. 

Приложение к одной задаче строительной механики можно найти 
в работе 

Энджел, Дистефано (Angel E., Distefano N.) 

Invariant imbedding and the effect of changes in Poisson’s ratio in 
thin plate theory, Int. J. Eng. Sci. (8 negatH).



Глава 7 

Нерегулярные области 

1. Введение 

В предыдущих главах мы рассматривали задачи на прямоуголь- 
ных областях. Можно ожидать, что на таких областях многие мето- 
ды будут хорошо работать. В этой главе мы хотим рассмотреть 
некоторые нерегулярные области, представляющие собой серьез- 
ную вычислительную проблему для большинства известных 
методов. 

2. Нерегулярные области 

Мы будем рассматривать области произвольной формы, улов- 
летворяющие лишь лвум ограничениям. Во-первых, будем пред- 
полагать, что узлы сетки, используемой для дискретизации задачи, 
являтотся регулярными, т. е. такими, что расётояния между сосед- 
ними узлами, включая и граничные узлы, равны между собой. 
Во-вторых, будем считать, что области являются односвязными. 
Подробнее это означает следующее. Поскольку в нашем метоле 
требуется пересекать область в некотором заданном направлении 
{в направлении оси 1), мы требуем, чтобы данная область была 
ориентирована таким образом, чтобы любая прямая, проведенная 
через эту область в другом, отличном от х, направлении (в направ- 
лении оси у}, целиком лежала внутри области. Таким образом, 
типичная допустимая область должна иметь форму, аналогичную 
изображенной на рис. 1. 

PL 
Рис. 1 

  

            

Ни одно из этих ограничений пе является необходимым, и мы 
налагаем их, стремясь сделать изложение настолько простым, 
насколько это возможно. Позднее мы обсудим вопрос о снятии 
этих ограничений. 

Для решения уравнения Лапласа на нерегулярной области 
мы постараемся выяснить, как следует модифицировать соотноше-



ния (6.3.1) и (6.3.4), когда два соседних вектора неизвестных ив 
И Ин-1 имеют разные размерности. Если размерности векторов ив 
и ив—1 равны, то уравнения (6.3.1) и (6.3.4) можно применять непо- 
средственно. При этом размерности всех матриц и векторов опре- 
деляются размерностью векторов ив И Ив-1. 

3. Случай [: размерность их больше размерности их-1 

Достаточно рассмотреть ситуацию, изображенную на рис. 2, где 

ив — (м ва, Иво; --.-) Ивм), 

Up 4 — (Up -1, 1, UR-i1, 2) - + +) UpR-t, x); 1 > М, (1) 

а 

W = (Wyti, Wee, «+ +) Was) (2) 

является вектором неизвестных, определяемых из граничных 
условий. Случай, когда не совпадатот верхние границы векторов ив 
И Ив-1, МОЖНО рассмотреть точно таким же образом, как и этот. 
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Рис. 2 *— YR at 
UR+IN ° oN 

  

  

Urn 
Urey, © Ups 

Об и обозначим через ин. вектор 

~ UR-4 
Ив-1 = и = (Up-1,i; -..) НЕМ, ШХ-, +-+-? м). (3) 

J 

Предположив, что вектор ив. можно определить каким-либо 
методом, попытаемся определить вектор ив с помощью уравнения, 
аналогичного (6.3.1), иными словами, 

Ив — Apr 4 -- ’ (4) 

где, разумеется, размерности Ар. и бь. равны М. Поскольку 

размерности Ан и bp лакже равны М, то Ави и bp_,, определяе- 
мые из (6.3.4), а именно 

Авя= [21--О —А в] *, 

— (5) 
Op-1 =Ap-s(bp+rn),



являются требуемыми матрицей и вектором. Иными словами, 

поскольку ив_1 полностью определено, то величина ир не зависит 
от формы границы слева {). Все, что нам остается сделать, это 
определить, как вычислить ив И тем самым ир-. 

Мы собираемся вычислить ив с помощью уравнения, анало- 
гичного (6.3.1), 

Ив-1 = Ав-2Ив-2 -- бв-, (6) 

uA 5 N. Il к А где размерност в-° И 6-5 равны NV. Предположим, что Ар-_о 
и Бр. можно определить по формулам 

Ав_» = [21 - О — Ав, 

Вр = A p-s (Op-1 ++ ГВ), (7) 

где размерности всех фигурирующих в них величин равны М№. 

Теперь мы должиы определить соотношения между Ара и Ав 

и между бь-1 и бр. 

Определим ив как 

ив= (Мн, +... Ивм) ^ (3) 

и попытаемся определить Ир ИЗ Ир! с помощью соотношения вида 

Up = ApnUp+t br (9) 

Наконец, мы потребуем, чтобы соответствующие компоненты век- 

горов Ив и Шр (Т.е., ив, Ив, -.., Ивм) Совпадали при любом 

выборе ин и ш (или ив). Эта процедура устанавливает связь 

между Ара и Ар. и между бы, и Вы. А именно, представив 

АрШ и бра в виде 

~ Ayn Ap] + by 

fea as ‘a pas | | ” 
где размерности Аз! и В, равны №, и выполнив операции (4) и (9), 
получим 

Ав = Au, 

1 = Ajgw + Oy. (11) 

1) Это замечание есть просто переформулировка принципа причипности. 
тля линейных систем.



4. Пример 

Решим уравнение Лапласа на области, изображенной на рис. 3, 
где изменение структуры области происходит при R = 5. 
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В этой ситуации вектор 
w= (Uss, Use, U57, И58, 159) (1) 

состоит из граничных значений. Вычислим выражения 

* Ави = [27 + © — Ap], 

bp.» = Apr (Op + rp) (2) 

© начальными значениями 

Ag — 0, by = UjQ; (3) 

где размерность всех матриц и векторов равна 9. После четырех 
итераций по формулам (2) получаем 

As = [2] - O — A,l-, 

bs = As (bg + Te). (4) 

Первые четыре компоненты векторов Аь и 6; вычисляем с помощью 
{3.11). Если 

As — (a;;), т, 1 — 1, e 8 ey 4, 

As = (a3), L, ] — 1, ...) 9, 

5 — (6), 2—1... 4 (5) 
65 = (Ь;), i=1i,..., 9, 

TO 

а =, L, j=1, ...) 4, 

5 

6: =6, -- 2 Qi, j4qlj+a- (6) 
j= 

Продолжим решение уравнений (2), гле размерность всех матриц 
и векторов равна теперь четырем, до тех пор, пока не определим 
Аси 6%. Далее решим уравнение 

Ир+1 = Авив - Op о (7)



с начальным условием из и найдем из, используя уже найденные 
значения Ар и Вр, размерность которых пока равна четырем. 
Сформируем вектор 

~ Us 
Не == 

. и 

и продолжим решение уравнения (7), в котором размерности всех 
матриц и векторов равны 9. 

5. Случай П: размерность %к меньше размерности #д-1 

В этой ситуации тоже достаточно рассмотреть лишь случай, 
изображенный на рис. 4,- где 

una = (Up-t, 49 Ив, 9) -..) ИВ-4, м), М > М, 

Ив = (Им, Ив2, -.-, Ивм), (1) 
а 

W = (Шиа, ..., Шм) (2) 

определяется граничными условиями. Поступая, как и ранее, 
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Puc. 4 ZO eur ny 
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положим 

~ Up 

Ир == w = (Uni, oe eg URN, Wig, +2 oy Wit). (3) 

- 

Матрица Ави вектор Ьь раэмерности М таковы, что 

Ав = [21 + Q — Ag)", 

bp-1 = Ar-1 (Op + Tr). (4) 

Зная Ава и ВБьа, найдем matputy Apr. uw вектор bp, pasmep- 

ности М, такие, что ив можно вычислить как 

Up = App + bp-t- (5)



Снова будем считать, что если BERIOP Up, wMeeT вид 

Ив-1 = (Июл, 1, --., Ива, м), (6) 

то ив можно определить по формуле 

Up = Ap p1+bp-r, (7) 

и потребуем, чтобы соответствующие координаты (5) и (7) совпа- 
дали при любом ив 1. Тогда очевидно, что 

_ об 
я Ар =Ари ФО, Бр = w |? (8) 

гле Ф обозначает прямую сумму, т. е. 

~ Ap, O01! . 

Ans=| о о | - (9) 

Этот результат можно рассматривать как добавление нового мно- 
жества начальных условий, подобно (6.3.5). 

eg 

6. Пример 

Чтобы найти решения уравнения Лапласа на области, изобра- 
;женной на рис. э, поступим следующим образом. Булем решать 

  

    

      

уравнения 

Ав = [27 -- О — Ав", 

бв-1 = Ав- (В в + гв) (1) 

_ 10h 

Sh | Рис. 5 

0 Sh 10h 

с начальными условиями 

Ag — 0, by — Uio; (2) 

rye размерности всех матриц и векторов равны четырем, до тех 
пор, пока не определим 

А =[21--0— А+, 6 = Ав (6-е). (3)



Вектор 

№ = (№55, Ив) №57, Изв» Uso) (4) 

определяется из граничных условий. Матрица Аз и вектор 6: 
размерности 9 формируются по формулам (5.8), или если 

Аз = (а), i,j7=41, ---, 5, 
Аз = (а), t,j=1,.-., 9, (5) 

65 = (6;), i=1,..., 4, 
b;=(b,,  ix=4,..., 9, 

TO 

ay =| i,j=1,..., 4, 
i О в противном случае, 

ыы... 0 
Продолжим решение уравнений (1) до тех пор, пока не опреде- 
num Ag u 6%, размерность которых равна девяти. Далее из уравне- 
ния 

Ир+1 = Авив | ба (7) 

с начальным условием ис определяется 

— lls, 
Ur, — и —- Ани, + b,. (8) 

Наконец, продолжаем решать уравнение (7) с начальным усло- 
вием и., где размерности всех векторов и матриц теперь равны 
четырем. 

7. Невырожденность и устойчивость 

В гл. 4 мы показали, что достаточное условие существования 
пеобходимых обратных матриц и численной устойчивости данного 
метода имеет вид 

0 < А <1. (1) 

Покажем, что этот результат остается в силе и в том случае, когда 

размерности векторов ив и ив (а следовательно, Ав и Ав.) 

различны. 
г 

Для случая, когда размерность вектора из! больше размер- 
ности ир, Получаем следующий результат. Обращение матрицы 

[27 + O—Apl дает матрицу Ав, удовлетворяющую неравен-



ствам (1). При построении матрицы А в_. по формулам (5.8) нену- 

левые собственные значения Ар_1 не изменяются, а лишь добав- 
ляются IV — М нулевых собственных значений. Ясно, что матрица 
[27 + О — Ар-1| положительно определена, и поскольку 

О < Ав. <1, (2) 
то матрица Ар... как и все последующие, должна удовлетворять 
неравенствам (1). 

Если размерность вектора ин. меньше размерности ив, то 
при выполнении операций (3.11) можно воспользоваться теоремой 
отделения Штурма 1). Тогда мы видим, что (1) имеет место и в этом 
случае. 

8. Снятие ограничений на вид области 

Теперь можно обсудить вопрос о том, как можно избавиться 
от ограничений, наложенных на вид области. При этом мы не 
будем затрагивать вопрос о корректности дискретной аппрокси- 
мации нерегулярной области, поскольку ранее мы уже оговарива- 
ли, что эФа тема выходит за рамки данной книги. 

Ясно, что любую заданную область можно покрыть сеткой 
с размером ячеек Й, такой, что все узлы этой сетки являются регу- 
лярными, за исключением узлов, соседних к граничным. В этом 
случае мы должны заменить конечно-разностную аппроксимацию 
для узлов, соседних к граничным, более сложными выражениями. 
Если, например, и (1 — ай, у) является граничной точкой, то 
вторая частная производная в точке (х, и) принимает вид 

ди 2 Ги (2, у u(z, y) и (х — ай, и , 

Gar vy) ~B Ч-Еа а *" (та) (1) 

0 <а< 1. (2) 

Для нашего метода это приводит к небольшим изменениям в опре- 
делениях О игр и, возможно, к некоторым изменениям уравнений 
при А = 0Ои В = \№. 

Если область неодносвязна, то в этом случае потребуется 
отдельно рассматривать области, лежащие выше и ниже дыры- 
Если, например, заданная область имеет вид, изображенный 
на рис. 6, то при А, <А < В. мы получаем два множества Ар 

где 

  

  

Рис. 6 

            
Rh Rh 

1) См. комментарий в конце главы.— Прим. перев.



и два бр: одно для части области, расположенной выше дыры, 
н другое — для расположенной ниже. При А, < В <В. мы 
выполняем две независимые последовательности вычислений на 
каждом шаге процедуры. Результаты, полученные в разд. 3 
и разд. э, можно обобщить и на этот случай и получить ответ на 
вопрос, что следует делать при В = В, и В = АД... 

9. Примеры 

Уравнение Лапласа было решено для областей, изображенных 
на рис. 7—9. Граничные условия указаны на рисунках, а в табли- 
це { приведены результаты решения для левого верхнего квадранта 
области, изображенной на рис. 8. 
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Следует отметить одно важное обстоятельство. Все три задачи 
были решены с помощью одной вычислительной программы. Един- 
ственное необходимое изменение заключалось в простой подпро- 
грамме, описывающей структуру границы области.



Габлица 1 
  

0 1,0 1,0 1.0 1 

0 0,9894 | 0,9803 | 0,9746 | 0,9 

‚0 0,9662 | 0,9573 | 0,9455 10,9 

0 0,9584 | 0,9272| 0,9086 | 0,9 

0 0,9303 | 0,8844 | 0,8592 | 0,8513 

0 1,0 1,0 1,0 0 0,8786 | 0,8206 | 0,7927 | 0,7842 

‚0 0,9104 | 0,8631 | 0,8379| 0,8143 | 0,7635] 0,7269 | 0,7067 | 0,7002 

0 0,7786 | 0,7040 | 0,6744 | 0,6557] 0,6340] 0,6169 | 0,6068 | 0,6034 

5 0,5000 | 0,5000 | 0,50001 0,5000] 0,5000 | 0,5000| 0,5000 | 0,5000 
8                 

10. Линейные уравнения общего вида 

Пусть требуется решить уравнение 

* Ихх + Uyy — & (х, у) u + @ (x, y) = 0, (1) 

определенное на прямоугольнике 

О=5=<а О<узЬ, (2) 

на всех сторонах которого заданы значения функции и (1, И). 
Воспользуемся тем же самым способом дискретизации, который 
использовали до сих пор. Тогда О и гв не изменяются, и мы можем 
определить &;; и ф;;, как в гл. 5: 

81 = 8 (ih, fh), ig = @ (ih, jh). (3) 

Конечно-разностная апироксимация уравнения (1) принимает вид 

2 2 __ 
Wits, 7 + Ui, 41 — Aus; Нина g + UG, 5-1 — h вали: + h ф:/=0. 

Определив матрицы Св и векторы фв как 

Gp=h? diag (pi, Sre --., Вв, м), Фв = № [Фьл, (5) 

запишем (4) в векторно-матричном виде 

Ива — 2ив + Ив: — Оив | гь — @вив + Фь = 9, (6) 

при этом шо и их определяются из граничных условий. 
Будем искать решение (6) в виде 

=
 ив+1 = Авив -[ 6. (7 

Тогда 

Ав = 20 4+ Q0+ бк — Ан", 
8 

bp» = Aru (be + TR + Gp) ©)



с начальными условиями 

Ам = 0, бул = Им (9) 

Достаточное условие невырожденности и численной устойчивости 
имеет гот же вид, что и в гл. 5: 

С помощью этого метода легко можно решить уравнение более 
общего вида: 

д2и д2и ди ди ди , 
a, + Oe —— +a, — +a, — — / 1 дх2 + 2 ду2 + Ag On Oy tb 4 Ox + 5 ду -- @ви ф (х, у), (11) 

где коэффициенты а; являются функциями от хи у. 

11. Другие граничные условия 

Покажем, как можно подойти к решению задач, отличных от 
задачи Дирихле; лучше всего это сделать на примере. Пусть 
требуется решить уравнение Лапласа 

Use “bP Ubyy = 0 (1) 

на прямоугольнике - 

с гранпичными условиями 

и (х, 0) = Л (2), ula, 6) = fe (x) (3) 
и 

ди , ди , 
а: (0, у) = 5 (а, у) =0. (4) 

Конечно-разностная аппроксимация Уравнения (1) имеет тот же 
вид, что и прежде, 

ив+1 — 2ив — Ив — Фив + тв = 0. (5) 

Заметим, однако, что величины що и им теперь неизвестны. 
Рассмотрим также вектор им+и, хотя его компоненты и лежат 

вие заданной области. Тогда граничное условие 

(a, y) =0 (6) ох 

с точностью до O (h?) можно аппроксимировать в силу равенства 
№И = а уравнением 

Им — Им = 0. (7) 

Подставляя (7) в (5) при Е = М, получаем 

им — дим — Quy + Ty = 0. (8)



Однако поскольку мы ищем решение уравнения (5) в виде 

Ин:1 = Авив -| Op, (9) 
то 

их = Амин -+- бу-- (10) 

Теперь можно разрешить уравнение (8) относительно им: 

им = [20 + QI (Зи у + ry). (11) 

Сравнивая (11) с (10), получаем: 

А м1 = 2 [21 -- 9], 

Ви = [21 -- ОГ ry. 

Значения Ао и 6, определяем, последовательно решая уравнения 

Ав = ВТО — Ав, 

Opa = Apn-1 (Op + Гь)- 

Наконец, мы должны использовать последнее граничное усло- 

Bue 

(12) 

(13) 

ди (0, у)/дх = 0, (14) 
чтобы найти величины ид и и!, которые необходимы для решения 
уравнения (9). Предположив существование и_., построим конеч- 
но-разностную аппроксимацию (14): 

| U4 — Uy = 0. (15) 

Подставляя (45) в (5) при А = 0, получаем 

2U, — 2ио — Ошо - го = 0 (16) 
и в силу (9) 

w= А оо +- bo. (17) 

Эти два уравнения можно решить относительно Up: 

ш = (2 + Q — 2Agl (2bo + ro), (18) 
и воспользоваться этим начальным значением для определения 
всех ир из уравнения (9). 

Если граничные условия типа (4) заданы на верхней и нижней 
границах, то нетрудно убедиться, что, слегка изменив определе- 
ния (иг, можно решить и эту задачу. Вообще говоря, этим мето- 
дом легко решать задачи с граничными условиями вида 

аи (х, у) -- 6 [ди (х, y)/dx] = ec. (19) 

УПРАЖНЕНИЕ 

1. Доказать невырожденность и численную устойчивость для 
рассмотренного случая.



12. Трехмерные уравнения 

Наконец, обсудим некоторые трудности, возникающие при 
решении трехмерных уравнений эллиптического типа. Для упро- 
щения обозначений рассмотрим уравнение Лапласа 

Urs -- Uyy -- Uzz = 0 (4) 

Ox<zrga, OSyxa, 0N254, (2) 

где предполагается, что и (х, у, 2) задана на всех гранях куба. 
Положим 

на кубе 

а = № (3) 
И 

Иць = и (ih, jh, kh), . (4) 

тогда конечно-разностная аппроксимация уравнения (1) прини- 
мает вид 

Uist, jh Ui, jrtyk + UG, not — OUgjn + Vins, jh + Ua, jak + Uij,na=90- (5) 

Пусть матрица Ив определяется как 

Ов = (ив) (6) 
и описывает расположение узлов сетки при любом фиксирован- 
ном А. Матрица О строится, как прежде, а матрица 5» — как 

Ивр, k — 1, 

URjN) k= N— 1, 

Sp= (Spin), Где Spjp= Иво, В» I= 1, (7) 

URN, hs 1=М — 1,   | О в противном случае 

и, таким образом, определятотся из граничных Условий. В этих 
обозначениях уравнение (5) принимает вид двухточечной гранич- 
ной задачи 

Unis — 20 в + Ив — ОЦИв — ОвО + 5бв =0, (8) 

где Up w Un задаются граничными условиями. Это чрезвычайно 
интересное уравнение, и, по-видимому, оно не может быть решено 
существующими методами. 

Можно было бы предложить следующую процедуру. Пусть 
Up И $. — векторы размерности №, построенные как прямые 
суммы столбцов матриц Они 5рв соответственно. Теперь уравне- 
ние (8) можно записать в виде 

ин+1 — Зив + ив — П® О-+О® Пив- в =0, (9)



где знак © обозначает кронекерово произведение. В гл. 8 мы 
обсудим некоторые свойства кронекерова произведения более 
подробно. Решение уравнения (9) можно искать в виде 

Unt; = Agup + Op, (10) 

м можно показать, что этот метод всегда приводит к рещению 
и является численно устойчивым. Подробности оставляем как 
упражнение для интересующегося читателя. 

Трудность здесь состоит в том, что мы должны оперировать 
с матрицами размерности №. При разумных значениях Л, скажем 
№ = 10, эта задача вполне доступна для современных вычисли- 
тельных машин, однако для /М = 15 задача пока слишком велика. 
Заметим, что размерность № доступных задач растет с каждым 
годом. 

УпрРАЖНЕНИЯ 

1. Сформулировать задачу Коши для определения Ави 6 
в (10). Доказать невырожденность и устойчивость. 

2. Решить трехмерную задачу методом динамического програм- 
мирования. 

13. Бигармоническое уравнение 

В качестве примера того, как можно использовать наши мето- 
ды для решения эллиптических уравнений четвертого порядка, 
рассмотрим следующую задачу. Статическая деформация одно- 
слойной квадратной упругой пластины, закрепленной по. краям, 
под действием поперечной нагрузки описывается бигармоническим 
уравнением 

Ихххх -Н ВИ ххуу + Uyyyy = P, (1) 

где через р обозначена нагрузка. Граничные условия имеют 
вид 

и — 0, Ихх — 0 (2) 

на краях х =Оих =[1и 

на краях у = О иу = 1. Как и в гл. э, определим новую пере- 
менную и: 

VU = Ux + Uyy- (4) 

Тогда уравнение (1) принимает вид. 

Vex + Оуи = РБ, (5) 

и мы получаем систему из двух уравнений второго порядка.



Уравнения (4) и (5) можно дискретизировать обычным образом, 
т. е. мы можем воспользоваться стандартной конечно-разностной 
аппроксимацией вторых производных и, как мы это делали пред-- 
де, представить таким образом эту задачу в векторно-матричной 
форме. Итак, (4) и (5) принимают вид системы двух конечно-раз- 
ностных уравнений 

ина = [Р-Н О] в; — 4 — ры 

ина = (22 + О] и; — ии, 

где матрица О определена, как и ранее, а векторы р; определяются 
из р. Соответствующие граничные условия для уравнений (6) 
выводятся с помощью дискретизации (2) и (3). 

Определим векторы 1; как 

и; | 
=|, |- (7) 

так что (6) принимает вид 

240 1 0 

Используя изложенные выше процедуры, мы легко можем решить 
эту задачу, например, с помощью инварнантного погружения или 
преобразования Риккати. 

(6) 

УпрАЖКнЕНИЯ 

1. Получить для (8) необходимые граничные условия. 
2. Какое уравнение Риккати соответствует уравнению (8). 

Доказать невырожденность и устойчивость его решения. 
3. С помощью непрерывных методов свести (4) и (5) к уравне- 

пиям из разд. 13 гл. 6. 

14. Инвариантное погружение и разностные уравнения 

Математическое описание инвариантного погружения было 
несколько затуманено тем, что процедуры инвариантного погру- 
жения почти всегда основывались на физических рассуждениях. 
Цель этого раздела состоит в проведении строгого анализа связи 
инвариантного погружения © линейностью. 

Рассмотрим векторно-матричную систему разностных уравне- 
ний 

и (Е 1) A (i) Ро ВА р и | 
en llew D (i) J Lv (i) + f (i) и



с граничными условиями 

им = а Ux = J, М > М. (2) 

Пусть и (1) есть Е-мерный, а v (i) — [-мерный векторы. Тогда 
A (i), B (i), C (i), D (i), е (it) и[О) являются Е х 1х ВЕ Х [, 
рх [-, Кх [ и[х 1-мерными матрицами соответственно. Запи- 
шем и (1) ии (1) в виде 

и (1) = и (М, М, а, 6), в (1) = и(Ь М, М, а, 5) (3) 

с целью подчеркнуть зависимость и (7) и и(1) от длины отрезка 
и граничных условий. 

В силу: линейности можно записать 

и (1, М, М, А, В) = И (Е М, №) а-- В (i, M, №) Б-г (6 М, М), 

v (i, M, N, a, b) = S (i, M, N) a+T (i, M, М) 6$ (Е, М, №), ( 

или 

т | Wii, М, М) ВС, М, м a [r(i, M, и 5 

и (2) ~ LS (i, М, №) ГС, М, №) $( т пр (9) 

Функции И’, А, Ги 5 зависят только от положения и интервала. 
Покажем, что можно построить задачи Коши, решениями которых 
являются эти функции. Применяя граничные условия к (5), полу- 
чаем 

4) 

И’ (М, М, №) =Г В(М, М, М) =0, г(М, М, М) = 0, 6) 
S(N,M,N)=0, T(N,M,N)=I, s(N,M,N) =O. 

Рассмотрим точку 

а =и (М-Н 1, М, М, а, 6). (7) 

В силу принципа причинности 

и (Е, М, М, а, 6) =и( М-Т, №, а, 6, (8) 

и (1, M, N, a, b) =vi(i, M+ 1, N, a, 65). (9) 

Иными словами, значения и (1) ии (1 не зависят от того, начинаем 
ли мы процессе решения с начальным условием а в момент М или 
с условием и (М - 4) в момент М + 4. Тогда (5) принимает вид 

ve M,N) Rii, M, и В [ris M, к |= 
5% М, № Тем, м [$ М, NI 

Wi, M+41, №) В(Ь М+1, М] Га r(i, M+4, №) 

= | 56 M+1, N) Ti, M+4, wall | И М-1, а 

(10)



и M, N) R(M +1, M, У | 
‘lo lm 0 | I b |r 

т(М-А, М, № + ( ‘|. о (14) 

Подставляя это выражение в (10) и nonmaran i=M-+-1, c¢ помо- 
цью (6) получаем 

(М-1, М, №) В(М-А, М, М] Га 
м M,N) Т(М-У М, к, | | | 

г(М-1, М, №) 

[ма М, mir 0 

=| sore m M+4,N) T(M+1, M-+4, и > 
им, М, № ВМА, М, М] Га 

{| 1 |+ 
r(M +4, м N) 0 

+| 0 I+ Lore, M+, mI ee) 
Используя (5) в первоначальных уравнениях и nonaran i= MM, 
видим, что 

W(M+1, M,N) R(M+1, M, N)\[a 
ма M,N) T(M+4, M, wy | | 

г(М-А, М, М) 

ean M, м) |= 
A(M) B(M) I 0 ay 

= см Da | {Ls car, М, №) Т(М, М, м, | г 
0 е (11) о 

+ ом, м. ко. +h; an | ee) 
и, сравнивая с (12), находим 

I 0 W(M+41, M, N) R(M+4, M, N) 
| ма м | | 0 0 |x 

alfr(v@+1, M, "| 0 | 

«Le 1 0 ++ = 
A(M) B(M) 1 0 | 0 е (М) 

- [см Dan [ Па Fa, ь | s(M) + |. (14)



где введены обозначения 

5 (0) =5(М, М, №, 

T(M)=T(M, M, N), (19) 
s(M)=s(M, M, N). 

С помощью равенств (4) первое уравнение из (1) можно переписать 
в виде 

u (M+ 1, M, N, a, b) = 

=A(M)u(M, M, N, a, В - 

yt B(M) v(M, M,N, a, b) + e(M) = 

= A(M)a+ B(M)IS (M) a+ 
+7 (M)b+s(M)le (mM), (16) 

Однако, также в силу (4), 

и (М --Л, М, №, а, 5 = "(М-УТ, М, №а- 

 В(М-\. М, Ме-Е(М- У, М, №) (17) 

и, таким образом, приравнивая коэффициенты в (16) и (17), нахо- 
Дим 

W(M +1, M, N) = A(M) + B(M) R (mM), 
R(M+1, M,N)=B8 (м) Т (i), (18) 

| г(М-Л, М, М) = В (М) $ (М) | е(М). 

Теперь можно подставить эти уравнения в (14) и свести систему 
к следующей системе уравнений, включающей лишь функции 

Т (М), $ (М) в $ (М): 

a a lea _0 1K] +; 0 |: | _ 

c(m) Dim) \\LSimy Timdlol* isan] Lean 
1 0 

= sern rune)” 
x {[ AO + BANS OH Bann an) 

a], | B(M)s(M)+e(M) 0 
«|+ 0 Tlsam+4y] 

(19) 
Наконец, приравнивая коэффициенты при а и 6 в этом выражении, 

находим уравнения для 5 (М), Г (М) и $ (М): 

5(М)=(Р(М)—5(М--4) В (М1 (S (M + 1) A(M)—C (M)),



T (M) =(D(M)—S (M+1) B(M))1T (M + 4), 

s(M) =(D (M)— S (M +1) B(M)) x 

x (8 (M+ 1)4+8 (M+ 1) e(M)—f (M)). (20) 
Начальные условия определяются из (6) и имеют вид 

5 (№)=0, Т(№=ТГ, s(N)=0. (24) 

Поступая аналогичным образом, мы можем получить уравнения 
для функций В (р, М, №), И’(:, М, №) и $4, М, М). Расемо- 
трим точку 

b=v(N+1, M, N, a, d). (22) 

Onupenenum R(N), W(N) u s(N) как . 

R(N)=R(N, M, N), я МИ, М, №, 

$ (№) =5 (М, М, М), (23) 
тогда 

В(М-- 1) =(А(М) В (№) ВМ) СМ ВМ) + В(м№))-", 

W (N+1)=A(N)W(N)—R(N +4), (24) 

А ем ОСН 
с начальными условиями 

В (М) = 0, \' (М) = Г, $ (М) =0. (25) 
Хотя мы теперь в состоянии определить все функции, фигури- 

рующие в (4), для решения исходной задачи это вовсе не обяза- 
тельно. Все, что нам надо — это функции, определяемые либо 
соотношениями (20), либо соотношениями (24), поскольку, в силу 
принципа причинности, мы можем записать 

i 1 и (1 0 

[ al Е (i) roll ь f | | 0) 
и подставить это выражение в (1). Tome, мы получим 

u (i+1) 

| int 

[с ро {во то [в Бо bel &% 
что представляет собой задачу Коши c начальным значением 

и (М) = а, (28)



поскольку уравнения (20) уже решены. Аналогичным образом мы 
можем получить задачу Коши вида 

[ео 
Не оо оо. © 
УпражнЕНИЯ 

1. Что получится, если в (3) зафиксировать # и варьировать М 
и М? 

2. Как изменятся результаты этого раздела для случая пары 
обыкновенных дифференциальных уравнений! 

15. Другой подход © 

Попробуем теперь использовать способ составных блоков, 
который позволит нам решать уравнения в частных производных 
с помощью только лишь скалярных вычислений. Как и прежде, 
рассмотрим уравнение Лапласа с заданными значениями функции 
на границах области. 

Пусть требуется решить уравнение Лапласа, определенное на 
области, изображенной на рис. 10. Пусть способ дискретизации 
таков, как на рис. 11. Обозначим левые граничные значения 
через {1% }, т. е. 

    

        

и; = ил, ] = 4, eo 8 ey [— 1, 

у = ир вы, 1 =Е-1... т — 1. (1) 

On-1 

01-1 Oey 
и 1 U1 

TT Ung is Г. Ui- 

Und, L-2 

ТЦ, ре бк, 

Рис. 10 Рис. 11 

Обозначим также через {в (м, ..., Ри 1) значение функционала 
в узле дискретной сетки из рис 11, где, как обычно, левые гранич-



ные значения рассматриваются как параметры. В итоге приходим 
к той же самой процедуре, что и в гл. 5: 

1 [-4 

fin U1, +++, Ym-1) = min [> (Ива, ивы, Р-Н 2 (Ива, ик, ДР 
4p I= 

m—i 

[ У (ujzj— ui, ja)? + x (и; — и:-1, i ], [=2, 3, cee, M, 
9=— пы? j=1 

(2) 
где значения {у;} определены равенствами (1), а минимизация про- 
водится по внутренним точкам. Выражение (2) можно переписать 
в виде 

ив (ба, -.-) Вт) = min [(й- ивы, 4)? + (Up-1 — Ura, 41) + 
+4, 1-1 

1-1 1-2 

= min | 2 (Ursa, 7— Ung, j-1)? + 2 (Und, 7 —URy)* + 
{u; 3) g=1 

+- у [У (и... j— tai 2+ > (wy —ui-s, |, (3) 
1—2 1=1 

или, полагая 0 == Ив4, 144, - 

fin V1, ©. +) та) == Шт (о, — 6) (4—6) + 
@ 

+ fi-t,n (U1, - ++) Vi-g @, Vi, +. +) Um-s)]- (4) 

Это важное соотношение является просто другой формулировкой 
принципа оптимальности. Итак, нам удалось связать задачу на 
области, изображенной на рис. 11, с задачей на области из рис. 13. 
Этого результата следовало ожидать, поскольку при переходе 
от области на рис. 12 к области на рис. 13 мы добавляем два до- 
полнительных члена в дискретный функционал и при минимизации 
этого функционала вводим в рассмотрение еще одну дополнитель- 
ную внутрепнюю точку. 

Численное решение уравнения (4), к чему мы еще вкратце 
гернемся, позволит нам перейти от области на рис. 13 к области 
на рис. 14 с помощью последовательности одномерных задач мини- 
мизации. Однако хотелось бы найти и значения Нк с помощью 
скалярных операций. С этой целью . сначала определим 

о, в (14, ---) Иша) как 

fo. n V1, «= +) Um-1) = Дл, вам (№4, +++, Ит), (5) 

что очевидно из рис. 14.



Рассмотрим теперь области на рис. 15 и 16. В обоих случаях 
минимизация проводится по одним и тем же внутренним точкам. 

    
  

            
  

  

Unt { Олаф * Ик, т-1 
т-2 

Uy Ue f eUxs22 

Usb Urey Oy} Unt Uy с Инна 

P myc. 12 Рис. 13 Рис. 14 

Обозначив через Нь (1, ..., ил) минимум дискретной функции 
по области на рис. 15 и обозначив, с учетом (5), минимум по обла- 
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Рис. 15 Рис. 16 Рис. 17 

сти на рис. 16 через к (1, .-., Ит-1), получим 

_ 2 
fi, Ё (Vi, vey Vm-1) —_ (0; — Vas, ) + fo, R (v1, ...’ Um-1)« (6) 

Jina onpenenenus fm, n-1 (U1, ---,Um-1) pacCMoTpum oOmacTh Ha puc. 17. 
Поскольку здесь нет внутренних точек, то 

т m—1 

frm, n-1 (Vi, «+ +) Um) = 2 (Unj—Un, j)?+ > (Unj—Un-+ sj)" (7) 
j= j= 

В это выражение входят только {и,} и граничные значения, поэто- 

му для решения уравнения Лапласа необходимо найти лишь 
величины [к (1, .-.-, Um) для соответствующих значений фи (. 
Это можно сделать, решив последовательность одномерных задач: 

hm, n4 = lo. n-29 hh п—2, ...у т, п-2) 

fm, m-2= fo, n-s; fh, n—-3? °° °9 i Ry fin-



16. Векторно-матричные уравнения 

Теперь можно обратиться к вычислительной стороне нашего 
нового метода. Обозначим (т — 1)-мерный вектор буквой и: 

_v = lvl, i=1,...,m—1. (1) 

Снова по индукции можно показать, ITO fy, (Ui, ..., Umi) = 
—= к (2) квадратична по v: 

l, k l, k lk). ro 
На (в) = (A“v, v) —2 0%”, с“. : (2) 

Действительно, легко убедиться, что в обозначениях предыду- 
щего раздела 

Im, nt (v) =(v, и) —2 (Un, v)-+ (2+) Un, Un) —(2rn, Un)+Sn, (3) 

поэтому 

AMP NT, VP) и, (4) 
Поскольку, как обычно, мы будем интересоваться лишь значе- 
ниями {и;;}, то нам не нужно знать значений с, и, кроме того, 
мы можем{опустить все скалярные члены. Из (15.5) получаем 

ACP ДОЪ ВН, — т, в, | (5) 

Без потери общности можно считать, что AG симметрична. Введем 
обозначения 

A Е) __ = (as (L, 7?) pb к) = (vo Dy, (6) 

Тогда в силу (13.6) получаем: | 

(В) ayy +4, ecm i=j=1, 
Qi; —. 

(0, k) 
ai; в противном случае, 

? Е) __ ра. и, 0, если #=1, (7) 
ye 

pt *) в противном случае. 

С помощью (2) представим (15.4) в виде 

fm (v) =min [(v, — @)?+ (©. — @)*] + 

/ [из м \ / Ги, | \ 

+ д@-ю 0) < _9 pe-t A) сть Ю. (8) 

|’ V1 

\ РЕ) РУ                    



Для определения минимизирующего значения © это выражение 
можно продифференцировать: 

| » т-—1 
—1 

н_1—Ы ‚М — > ал 

$—=1 

— 455 
=U, 2-01, ° (3) 
  

l, R 
Подставим теперь это выражение в (8) для определения AG) 

u O°”, Для упрошения записи введем обозначения 

@® — И = (0, v) +8, 

  

    

я 1 о— = (©, ЕВ, ео 
где в силу (9) 

г — (4-На@-1. R)) i] 

2-5 а1-1, № , ’ 

` 1—@ 1 
ме, —=[—1 

2-41. №) 

—_——__——— в противном случае, 
(| 2-- ай 1, ®) 

и (11) ae hs 
| Rade 

м ар (> 
—@п ди в противном случае, 

eran г у 
pdt.) 

p= 2 а(-1, № ° 

Torna 

fm WV) =[(@, 5) +? (а, 5) + ВР (А (Ф- 85, 5-8) — 
—2 (pe yt bry 4 ob, (12) 

где в силу (10) 

év = [6v,], 

5 |“ v) +B, i=l—1, (13) 

ve 0 в противном случае. 

Раскрывая (12) и выписывая все члены, содержащие и, получим 

(©, v)’= (Av, 5), (14)



где 

А = (а) = (9.;). (15) 
Аналогично 

(®’, в)? = (А’, v) (16) 
и 

т--1 т-—1 

Хр еньля > ау (Ат, 9), (17) 
где " 

А’ = (aij) = (ora) (18) 

= (©) = (@ 1, 90). 
Итак, пусть 

AG — АИ-1, Mi At AltA” 

= (a ‘ Pt (aly) PA 20; ;) &j + Oj02}). _ (19) 
| ., 

Наконец, потребовав, чтобы А®" была симметричной, определим 
— [, В 

ее из д’, т. е. запишем: 

AM” — (aly) = 5 (ay aly”). (20) 
Аналогичным образом находим 

(в , В) , L-1,k 
БЫ 1 = —B (201 +25) — ata + 

l-1,k 1-1, В НОЕ" За. (21) 
Таким образом, с помощью этой регулярной процедуры мы можем 

lk lk вычислять и запоминать матрицы А” и векторы &“”. Далее 
с помощью (9), где «= ил, 1-1, получаем решение задачи. 

17. Области общего вида 

Ясно, что с помощью методики, изложенной в последних двух 
разделах, мы можем решать задачи на двумерных областях общего 
вида путем сведения их к последовательности одномерных задач 
минимизации. Основная трудность здесь заключается в обозначе- 
ниях 1). Например, минимальное значение дискретного функциона- 
ла на области, изображенной на рис. 18, можно было бы обозначить 
через 1 ;;ь (и, ..., м). Тогда, поступая, как и прежде, мы пришли 
бы к функциональному уравнению вида 

lin (V4; 2 ++, Um-1) =min [(vyj —w)? + (Vj4— Ww)? + 

+ fi, jt,n (Ut, «++, Vi-zy W, Vz, ---, Uma] (4) 

  

т) При первом чтении в это утверждение трудно поверить. Прим. ред:



дня } > ги другим соотношениям, аналогичным уравнениям из 
последних двух разделов для граничных значений $, } и /. 

  

yh 
  

      

  

Puc. 18 Рис. 19 

Однако наиболее интересное и важное приложение этих 
результатов состоит в решении уравнений в частных производных 
на областях размерности >3. Рассмотрим, например, область 
на рис. *19, где 

a= Nh, Ь = МИ, с = ГА. (2) 

Обозначим через и решение уравнения Лапласа 

И хх + Uyy + Uz = 0 (3) 

на этой области с граничными условиями, заданными на гранях 
параллелепипеда. Тогда задачу (3) можно заменить вариационной 
задачей 

min J(u) =min || { @%-ий +) ав (4) 
R 

при тех же граничных условиях, что ив (3). Теперь можно дискре- 
тизировать (4) и рассмотреть лишь значения и в узлах сетки. 
Обозначим эти узлы через {и;ь }, т. е. 

Шу = И (th, jh, kh). (2) 

Далее применим аппарат динамического программирования 

к дискретному аналогу функционала (4), который имеет вид 

м м г 

min » > 2 [ (Uizn —Uj-4, jr)” + (Uijn—Ui, а. в) + (Ujjn—Ui ;, rt)” ]. 
{u; 5} $—=4 7=1 А—= 

(6) 

Определим теперь № — 1 > М — 1 матриц О; таким же образом, 
как мы определяли векторы ив в двумерном' случае, т. е. 

U, = [w; ji). (7)



Применяя принцип оптимальности, получаем функциональное 
уравнение в виде 

р (7) = min [((QU1, Ui) —(2R,, Ur) +824 fis Or), (8) , | 

где скалярное произведение двух матриц определяется как 

п nr 

(А, В) = x a a;jb;; = tr (AB). (9) 
$—1 7 —= 

Используем теперь еще раз тот факт, что }, (7) квадратична по 7: 

fi (V) — (ALY, У) —2 (Bi, У) + Ст. (10) 

Исходя из (10), легко вывести матричные рекуррентные уравнения 
для матриц А и В. К сожалению, здесь приходится обращать 
матрицы размерности (ЛМ — 1) (М — 1), поскольку наше погруже- 
ние определяет, как изменяется решение при удалении целой 
поверхности, состоящей из узлов сетки; см. рис. 20. Таким обра- 
зом, даже при сравнительно небольших значениях М и М при- 
ходится обращать матрицы, размерности которых слишком велики 
для большинства вычислительных машин. В последующих главах 
мы увидим, что это препятствие возникает и в методе инвариантно- 
го погружения. 

Рассмотрим теперь область, изображенную на рис. 24. Мини- 
мальное значение дискретного функционала на этой области 
обозначим через {лк (11, ..., Юм), где 

Vi = Ui, k+1, 1 (11) 

являются значениями функции на границе области. Если мы посту- 
пим, как в двумерном случае, то сможем удалить // — 1 узлов, 
как это показано на рис. 22, и получим соотношение, связывающее 

ZO 
и ГРЕЕТ Е) 

Рис. 20 Рис. 21 
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fin (Uv) afi, rei (5). Поскольку в этом случае за один раз удаляется 
М —1 узлов, то мы должны обращать матрицы размерности 
М —1. Если, наконец, посмотреть на рис. 22, можно заметить, что 
за один раз удаляется лишь одна ячейка из сетки. Поэтому при



таком подходе мы сможем свести трехмерную задачу к последова- 
тельности одномерных задач минимизации. Получение рекуррент- 
ных уравнений для всех этих подходов не вызывает принципциаль- 
ных затруднений, однако является весьма утомительной задачей. 

  

  
  

Рис. 22 
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Глава & 

Специальные вычислительные методы 

1. Сравнение конечных и итерационных методов 

Оба основных подхода, которыми мы до сих пор пользовались, — 
динамическое программирование и инвариантное погружение — 
являются, конечными (не итерационными) методами. По этой 
причине нам требовалось последовательно обращать симметри- 
ческие матрицы произвольной структуры. В результате для задач 
на квадратной области в этих методах требовалось произвести 
О (№) умножений и делений. Мы уже отмечали, что сравнительно 
большое число операций компенсируется рядом положительных 
факторов, таких, как возможность решать аналогичные задачи 
почти без дополнительных вычислений, простота, с которой эти 
методы могут быть применены для нерегулярных областей, 
и свобода выбора критических параметров. 

С другой стороны, в итерационных конечно-разностных методах 
для одной итерации требуется только О (№) операций, причем 
совершенно не требуется вычисления обратных матриц. В этом 
заключаются преимущества итерационных методов. В настоящей 
главе мы выведем ряд итерационных схем непосредственно из 
динамического программирования и инвариантного погружения. 
Хотя, как мы покажем далее, эти методы эквивалентны стандарт- 
ным алгоритмам, используемый подход позволит распространить 
итерационные методы на круг задач с нерегулярными областями. 

Мы обсудим также некоторые модификации описанных ранее 
конечных алгоритмов и применим их для решения уравнений 
с постоянными коэффициентами. Эти изменения позволят избежать 
процедуры обращения матриц. В качестве примера снова рас- 
смотрим уравнение Лапласа на квадрате. Этот пример наиболее 
удобен для демонстрации методики анализа итерационных методов. 

Мы будем существенно использовать собственные значения 
матрицы ©, пользуясь при анализе понятием кронекеровского 
произведения. Хотя область применения этих методов ограничена 
классом уравнений с постоянными коэффициентамй, их популяр- 
ность можно объяснить двумя причинами. Во-первых, ясное 
монимание случая уравнений с постоянными коэффициентами 
поможет правильно подойти к решению более сложных задач. 
Во-вторых, эти уравнения сами по себе весьма важны, о чем сви- 
детельствует обширная литература, посвященная уравнениям 
“Лапласа, Пуассона и бигармоническим уравнениям.



2. Собственные значения матрицы О 

Для того чтобы пойти дальше, нам потребуются некоторые 
предварительные рассуждения. Мы уже видели, что анализ всех 
методов основывался до сих пор только на положительной опре- 
деленности матрицы О*). Однако на данном этане полезно опреде- 
лить собственные значения этой матрицы. 

Пусть размерность 0 равна №. Представим О в виде 

где матрица Р определяется как 

го 1 - 

101 0 
1. 

P= - . (2) 
y 

- о 1 0-     
Таким образом, если нам удастся определить собственные 

значения матрицы Р, то тем самым мы найдем собственные значе- 
ния ()°). Пусть элементы матрицы Ё 

F = (fij) (3) 

определяются выражением | 

hij = sin lijn/(N + 1)]. (4) 

Тогда, если 

PF = (a;j), (5) 

то, непосредственно перемножая, получаем: 

a,; = sin [(i + 1) ja(N + 1)] 4+ sin [(i — 1) ja/(V +1)] = 
= 2 sin lijn/(N + 1)l cos [jn/(N + 1)}. (6) 

Обозначим через 2 диагональную матрицу 

Vy - 

№2 

2=| (7) 

, Vv -     
1) Матрица О положительно определена только при четных NV; B upo- 

тивном случае одно из собственных значений равно нулю.— Прим. перев. 
2) Поскольку матрицы Р и 0, очевидно, коммутируют. — Прим. перев.



Тогда, полагая 

ЕВ = (6:3), (8} 
находим, что 

b;; = sin lijn/(N + 1] м; (9) 
Итак, 

PF = FD, (10) 
если 

v; = 2 cos ljn/(V + 1)I. (14) 

Следовательно, собственные значения Р определяются как") 

v; =2coslin/(N + 1)], i=1, 2,..., N, (12) 

и поэтому собственные значения и; матрицы О равны 

ы; = 2 — сов тм -- 1}, 1=4,2,... М. (43) 

3. Кронекерово произведение 

В предыдущей главе мы кратко коснулись кронекерова про- 
изведения. В настоящей главе будем широко использовать это 
понятие. Пусть А и В суть М-мерная и //-мерная матрицы соот- 
ветственно. Тогда кронекерово произведение определяется как 
№/М-мерная матрица 

С=А®В = (а,;В). (1) 

Легко ноказать, что определенное таким образом кронекерово 
произведение обладает рядом удобных алгебраических свойств. 
Так, например, 

А ® (В® С) = А®В) ® С, (2) 
(A+ B)@(C+D)=AQCHLAQDIBQEC4HBOD, (3) 

(A @ B)(C ® D) = (AC) @ (BD). (4) 

УпрРАЖНЕНИЕ: Доказать (2), (3) и (4). 

4. Кронекеровы суммы 

Рассмотрим матрицу С, определенную равенством 

C=I@®ALB OSI. (1; 
. » 

Если размерность А равна М, а размерность В равна М, то можно 
использовать в (1) единичные матрицы соответствующих размер- 
ностей так, чтобы размерность С была ММ№. Будем предполагать, 

1) Это следствие того, что ЁР симметрична и ортогональна, поскольку 
тогда Р=РОР в силу (10), откуда и следует (12). Отметим, что доказа- 
тельство, приведенное в оригинале, некорректно, поскольку построенная 
авторами матрица неортогональна и, более того, вырождена. Далее измене- 
ния в тексте внесены без соответствующих оговорок.—-Прим. перев.



что А и В — действительные симметрические матрицы, носкольку 
всюду в дальнейшем нас будет интересовать только этот случай. 

Пусть {а;} и {В;} — собственные значения матриц А и В 
соответственно. Представим А и В в. виде 

A=TAT', B= SBS", (2) 
где штрих обозначает операцию транспонирования, 

бы 0— —By 0 ~ 

A= , B= (3) 

O Gye _0 Вы 
и 

TT’ =I, SS’ =I. (4) 

Подставим теперь (2) в (1) и воспользуемся свойствами кронекеро- 
ва произведения, отмеченными в предыдущем разделе. Тогда 

C =I @ (TAT’) 4-(SBS’) @1 = 

-=(SS') @ (TAT')+(SBS')@(I7T'\=  * 

=(S @T) (1 @ A) (S’ @1')+(S @T)B@ DN (S' @T')= 
= (5 ® 7) (18 А-В®1 (5 ® ТУ". (5) 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что 

(5 ® 7) (5$ ® 7)’ =1 (6) 

и что матрица Г ® A + В © Г диагональна. Итак, ММ собствен- 
ных значений матрицы С являются диагональными элементами 
матрицы Г ® 4 - БВ @Ги равны а; | В;. Мы будем широко 
пользоваться этим результатом в дальнейшем. 

УПРАЖНЕНИЕ 

Показать, что блочную тридиагональную матрицу 

СА- 

    _  С`А_ 

Е МОЖНО представить В виде 

D=U@ALL@C+U®@ Bi,



где Г, и 0 определяются как 

        

0 07 01 07 
10 О 1 

4 
L= ‚ И= . 

- . 1 

0 1 0 _0 0_ 

я 5. Пример 

Рассмотрим дискретный аналог уравнения Лапласа 

Wits — МТ — Ри; + и — г: = 0, (1) 
где, как в разд. 2, матрица О заменена на 21 — Р. Предположим, 
что область квадратная. Таким образом, размерность и; равна М, 
а ши ин+1 известны. В гл. 6 мы видели, что (1) можно записать 
как 

            

“47—P —I Гы || Шен | 
—] 4[/[_Р U2 re 

— . ? (2) 

—1 Unt 
me —I] 41 —Р_ | un _ _Им-ы —- Гм 

т. е. в виде соотношения 

Аи = г, (3) 
где размерности матрицы и{векторов равны №. 

Подробный анализ показывает, что матрица А имеет следующую 
структуру: 

. A=-—-I®P—P®I447 61. (4) 

Таким образом, решение уравнения (1) можно записать в виде 

и = [-Г® Р-Р®Т-А® Пти, (5) 
Представив Р как 

| Р = FDP, (6) 
где 

=, _ 

V2 

D= | . ’ (7) 

   



получим, что (5) принимает вид 

=[F®FI(-l@D—D®/I+4@ONI7([F’ @F'Ir. (8) 

Однако matpnpna [-l® D—D @I + 47 © I) mmaronansna, u ee 
элементы равны 1/(4 — v; — vj). Поскольку мы уже показали, что 

v; = 2cos lin/(N + 1) (9) 
И 

fiz =sin [ijn/(N + 1)], (10) 

то (8) представляет собой конечный метод решения уравнения 
Лапласа на прямоугольных областях. В литературе этот метод 
известен как метод «тензорного произведения» '). 

УпрАЖНЕНИЕ 

Показать, что в методе тензорного произведения требуется 
О (№) операций. 

6. Другой конечный метод 

Пусть требуется решить уравнение Лапласа или Пуассона 
на прямоугольной области. В гл. 6 мы видели, что метод инвариант- 
ного погружения приводит к следующим уравнениям для опреде- 
ления вектора иг: 

В; = [21-0 — А *, 1=0,14,..., В =0 (1) 

Sita = Riga (Si + 73), 1 =0,1,..., $0 = С, 

и 
Ost, = Rigi, р 

i=n,n+1,..., N, 

Pitt = Pi + Uisi, (2) 
р, =0, U, = Ry. 

Наконец, мы получили требуемое решение в виде 

Ив = О а -- Рм. (3) 

Представим О в форме 

O = FDF, (4) 

где матрица О диагональна, а Ё — симметрическая ортогональная 
матрица, введенная в разд. 2. 'Гогда по индукции можно показать, 
что 

В; =РАВ,Е (5) 

1) Поскольку кронекерово произведение часто называют тензорным. 
См., например. М. Маркус, Х. Минк, «Обзор по теории матриц и матричных 
неравенств», изд-во «Наука», М.., 1972, стр. 19-— Прим. перев.



U;=FU,F, (6) 

rye В, и 0; — диагональные матрицы. Обозначим векторы $: И р; 
через 

$: = 1$, р: = Рр:. (7) 

Тенерь легко убедиться, что введенные величины удовлетворяют 
уравнениям 

Rui=(D—RiJ, В,=0, 1=0,1,..., 

ю зы=В,:РЕт), я==Ре, i=0, 1,..., (9) 

и 

Oia = ВИ, 
риа == Dit Uis,, i=n, n+1,..., (9) 

* U,=Rp, Pn = 0. 

И наконец, по формуле 

Un —- РО са -- F py (10) 

получаем требуемое решение. Поскольку все матрицы, за исклю- 
чением Ё, диагональны, мы, таким образом, избежали обращения 
матриц. Кроме того, так как Д и РЁ известны, все необходимые опе- 
рации легко выполнить. 

УпРАЖНЕНИГ 

Ноказать, что в этом методе требуется О (№) операций для реше- 
пия уравнения Лапласа и О (№) для решения уравнения Пуас- 
сона. 

7. Диагональная декомпозиция 

В гл. 5 мы дискретизировали вариационную задачу, соот- 
ветствующую уравнению Лапласа, следующим образом: 

Ти) == р. [(Оив. ив) — (гв, ив) $в (ив иль Ив Ив], (1) 

ис помощью 1 минимизации функционала (1) методом динамического 
программирования нашли величины ир. 

Применяя принцины оптимальности, мы получили следующее 
функциональное уравнение для усеченной задачи минимизации: 

fr (v) = min [(QUp, Ur)—(2rr, Ur) +Sp+(UR—vV, ив— 0) -| 
Up . 

+ frii(Ur))], (2)



где 

=Up-t (3) 
Функция |1 (ио) доставляет минимум функционалу (1). Из уравне- 
ния (2) видно, что единственная связь между компонентами векто- 
ра состояния из осуществляется посредством матрицы О. Возвра- 
щаясь опять к гл. о, мы видим, что именно это обстоятельство 
вынуждало нас обращать матрицы. 

Предположим, что имеется некоторое приближение к решению, 
т. е. множество векторов {и;”}. Матрицу О можно представить 
в виде 

Q = 2 — P, (4) 
где через Р обозначена матрица 

1, [2—7] =1, 

Р=(р:;), ри= 0 (5) в противном случае. 

Таким образом, в силу (4) 

(Qup, Up) — (2ив; ин) ~~ (Рив, Ив). | (6) 

Если векторы и@) и ив близки, то 
я 

  

(Р (ив и), ив и) > 0, | (7) 

поэтому 
(Pup, Up) & (2Pu9), up) — (Pu®), ul). (8) 

Заметим, что соотношение (7) позволяет записать 

а а 
dup (Pup, Up) ~ aaa WePup’, ив) —- (Pu, uO], (9) 

что является очень важным свойством, которого мы бы не имели, 
если бы воспользовались более грубым приближением 

(Рив, Up) г (Pu), Up). (10) 

Подставив теперь (8) в (2), получим приближенную формулу 

fr Vv) = шш [(2ив, ив) — (2Pu®), Up)-+( Pu), u)) — (2rp, Up) +Sra+ 
R 

+ (Up—V, Un—V) + fri (Ur)]; (11) 

или 

{в (и) = ша [(2ив, ив) — (2гв, ив) + $в-Н(ив— 1, ив— 1) -- Ты (ив)], 

. (12) 
где 

гв =гв + Ри®), sp=Sp+(Pu®, uO). (13)



Ясно, что функция 7 (0), определяемая равенством (12), квадра- 
тична по Ь. Итак, полагая 

fn (v) = (Agv, и) — (2bp, V) + Cy (14) 
и пользуясь той же процедурой, что и в гл. 5, получаем, что мини- 
мизирующее значение ир равно 

ив = [382 + Anyil* (v + TR + Opts), (15) 

a функции Ани бр» удовлетворяют уравнениям 

Ав=1Т— [51-- Авы|", 

я bp= [J — Ав] (Ве тв) 

с начальными условиями 

Ay =I, by = Unt. (17) 

По индукции ясно, что матрица Ар, определяемая из (16), диаго- 
нальна. Итак, здесь не требуется обращать матрицы. В действи- 
тельности для получения Ан из А „+1 требуется только М делений, 
а для решения уравнений (15) — (17) только 2М№ умножений 
и делений. Разумеется, векторы {ив}, определенные по этой про- 
цедуре, представляют с0бой лишь следующее приближение 
к решению, и поэтому мы должны повторять решение (15) и (16). 
С помощью (13) перепишем наши уравнения в виде 

Ав=1—[31-- Ави, АГ, (18) 

БНР = —Agl RED treat Pup), OWT? une = (49) 

(16) 

И 

uptD = — Ави" ТО. (20) 
Поскольку уравнение для Ар не зависит от граничных условий 
и начального приближения, его достаточно решить только один 
раз. 

Можно показать, что метод, определяемый соотношениями 
(18) — (20), сходится. Однако мы отложим доказательство схо- 
димости, пока не получим ряд других итерационных методов из 
инвариантного погружения, поскольку в последнем случае дока- 
зательство оказывается проще. 

8. Покоординатные итерационные методы * 

Дискретизация уравнения Лапласа приводит к матрично- 
векторному разностному уравнению 

ивы — 2Up -+ Ив-1 — Оив -[ Гв = 0, (4) 
где ши им известны. Используем тот факт, что О можно предста- 
вить в виде 

Q = 21 — P. (2)



Занишем теперь (1) как 

1 
UR= |] [Рив ивы ив тн], (3) 

откуда немедленно следует простая итерационная схема: 

4 h+41) — к i к urs) =F [Pu + ut, tu, trl; (4) 

где {и} — вектор начального приближения. Заметим, что хотя 
(4) по-прежнему записано в матрично-векторной форме, каждая 

1 
компонента вектора ит ) вычисляется независимо от всех других 

компонент. Таким образом, все необходимые вычисления являются 
операциями над скалярами. Процедура (4) называется «точечным 
методом Якоби». 

Если (4) сходится, то сходится к решению уравнения (3). 
к Определим погрешность е® как 

е9 =ив— и®. (5) 

Очевидно, что е® удовлетворяют разностному уравнению 

1 1 h h h о Ре + Ph, 0 6) 
с начальными условиями 

h) — p(k) = 
oO = es =O (7) 

при всех А. Определим М№-мерный вектор е® как 

= [eM], | (8) 

Воспользовавитись кронекеровым произведением, перенишем (6) 
в виде 

ев = [Р ® 1-1 ® Р]е®. (9) 

Обозначим через Г матрицу 

T=--(P @14+1@P), (10) 
тогда 

elt) — TF (0), (11) 
поэтому 

lim e#) =( (12) 
R->0o 

тогда и только тогда, когда 

о (7) <i. (13)



К счастью, мы показали, что собственными значениями матрицы 
Р являются числа 

= 2 cos lin/(N + 1)I. (14) 
Поэтому 

0 (T) = cosIn/(N + 1)I. (15) 

Итак, данный метод сходится всегда. Однако при больших значе- 
ниях NV 

сз [л/(М - 1)1 52 1—5 [ЛАМ -Н (16) 
Это означает, что при достаточно мелкой дискретизации сходи- 
мость будет чрезвычайно медленной. 

В точечном методе Якоби приходится ждать окончания всех 
вычислений на А-й итерации, прежде чем использовать только что 
вычисленные новые значения. Если итерации производить в по- 
рядке возрастания величин ли у и использовать новые приближе- 
ния по мере их вычисления, то получится метод Гаусса — Зейде- 
ma‘): * 

1 1 иво —=-- [Гл - Vu? + udp и | ха, (17) 

mie L u U имеют вид 

| “0 (0 0 4. OF 
1 0 04 

1. .. 
L= . ‚ C= .. ’ (18) 

_0 10_ _0 0_         
Очевидно, что Си 0 являются строго нижней треугольной и строго 
верхней треугольной матрицами соответственно, так что 

О =рР. (19) 

УпраАЖнНЕНИЯ 

1. Показать, что матрица Г в методе Гаусса — Зейделя опре 
деляется выражением 

= П® (1-ГО ПИ О+О® п. 
2. Показать, что в этом случае о (7) = {соз [д/(М + 1)]}. 

Г) В этой связи точечный метод Якоби можно назвать «методом простой 
итерации» по аналогии с известным методом решения систем линейных алгеб- 
раических уравнений. См., например, Д. К. Фаддеев. В. Н. Фаддеева «Вычис- 
лительные методы линейной алгебры», Физматгиз, М., 1963.— Прим. перев.



9. Метод последовательной сверхрелаксации 

Мы видели, что как в методе Якоби, так и в методе Гаусса — 
Зейделя спектральные радиусы матрицы Г близки к единице, если 
размеры ячеек сетки малы. Чтобы обойти эту трудность, введем 
ускоряющий параметр. 

Обозначим (К-Р1)-ю итерацию по методу Гаусса — Зейделя 

через ит: 
h+1 1:-|-1 Е k+1) Е UG — [Lu 4 Vu? 4 ut? и tral. (1) 

Построим следующее приближение ито как среднее взвешенное 

значение этой величины и предыдущей илерации. 

k-+-4 ~(k-+1 k US) — oi) 4 1) um, (2) 
., R-L4 

где «— ускоряющий параметр. Исключая СТ из (1) п (2), 
получаем, что точечный метсд релаксации теперь определяется 
выражением 

[47-— оЦиет® — оси = [4 4—o)l +o] uf + ou, orp. (3) 

Читатель легко может убедиться, что в этом” случае матрица Г 
имеет вид 

—= [1 © (41—07) —оГ®П 1 (4 (41—10) +то0®П. (4) 
Собственные значения матрицы 7 являются решениями векового 
уравнения 

т — 2 | = 0. (5) 

В упражнениях мы показали, каким образом можно решить это 
уравнение. Результат заключается в том, что ге собственное 
значение A; матрицы 7 должно удовлетворять уравнению 

то —1 = и; 02#7/2, (6) 

где ц; является #м собственным значением матрицы Р. Заметим, 
что при ® =1 мы получаем собственные значения для метода 
Гаусса — Зейделя] 

Теперь мы должны определить, при какой величине © спект- 
ральный радиус матрицы Т принимает наименьшее значение, т. е. 
надо найти 

р (Г) = пт тлах | А, |. (7) 
@ z 

Анализируя комплексное отображение, определяемое форму- 
лой (6), Янг показал, что оптимальное значение ® удовлетворяет 
Уравнению 

602? —= 4 (® — 1), (8)



где у — наибольшее собственное значение матрицы Р. Определен- 
ный таким образом метод был назван «последовательной сверх- 
релаксацией», поскольку оптимальное значение ® удовлетворяет 
неравенству 

1<0 <2. (9) 

Наконец, мы получаем, что р (7) определяется по формуле 

  

гу 1 ИФ” (Г) = , 10 
“© 1+[4—(9/2)7°/" о 

где р — наибольшее собственное значение матрицы Р. При боль- 
ших эначениях Л будем иметь 

7 р (7) = 1—2И2/М- 1]. (11) 
Определив скорость сходимости как 

r(T) = —log p (7), (12) 
видим, что при больших М скорость сходимости метода Гаусса — 
Зейделя вдвое больше, чем у метода Якоби, в то время как ско- 
рость сходимости метода последовательной сверхрелаксации 

в2У... раз больше, чем у метода Гаусса — Зейделя. Таким 
образом, при больших М метод последовательной сверхрелаксации 
обладает весьма существенным превосходством над другими итера- 
ционными методами, которые мы только что рассмотрели. 

УпрАЖНЕНИЯ 

1. Показать, что (1) — (2) определяют точечный итерационный 
метод, т. е. все необходимые вычисления являются операциями 
над скалярами. 

2. Пусть матрицы А и 5 определяются как 

№412] 0 41/2 0 
R= . © — 

0 0 
(N= 1)/2 J AN 1)/2 

—> 

так что размерности Р и 5 равны № и № соответственно. Пока- 
зать, что если Г определена, как в (4), то, умножив Г слева на 
Г ©® 51 Р и затем справа на Ш ® 51| Р]`*, получим собственные 
значения 7 (см. статью Д. Яига в списке литературы к этой главе). 

10. Блочные итерационные методы 

Все предыдущие итерационные методы обладают тем свойством, 
что при вычислении некоторой координаты вектора и? требует- 

ся выполнять ЛИШЬ арифметические _ операции, включающие



имеющиеся приближения в соседних узлах сетки. Идея блочных 
итерационных методов состоит в том, чтобы вычислять значения 
функции одновременно в нескольких узлах. Мы рассмотрим только 
методы итераций по строкам, а итерации по столбцам оставляем 
в качестве упражнении. 

Итак, начнем с исходной системы и опять разложим матрицу О 
на составляющие. Тогда получим 

—Upty, + (41 — Р) ив — ив - гр = 0. (1) 

Это уравнение можно записать в виде следующего итерационного 
процесса: 

(h+-1 (В--1 (ht Е 
ибо дит )_ G4) — Pu + rp. (2) 

Эта новая задача по-прежнему является двухточечной граничной 
задачей с заданными значениями що И им--1. Будем искать решение 
в виде 

В) де h+4 ивы = Авив Р-Р (3) 

и, поступая, как и прежде, получим систему рекуррентных 
уравнений 

Ав = {АТ — Ав", , 

bear = Ana ORT? +rat Pup и 
© начальными условиями 

Ак=0, БО = ин. (5) 
Но индукции можно показать, что матрицы 4; диагональны, не 
зависят от номера итерации Ё и что все диагональные элементы 

матрицы А; одинаковы. 'Гаким образом, все матрицы Ак’ можно 
определить с помощью М операций деления. Тогда каждая итера- 

ция состоит в отыскании новых значений 5 и и”, для чего тре- 
буется 2М№? умножений. 

Приведенная выше процедура состоит в одновременном вы- 
числении ивр в различных узлах сетки, как в методе Якоби. Иными 
словами, мы предполагаем, что значения ивр в соседних строках 
определяются на Ё-й итерации, в то время как значения в данной 
строке неявно вычисляются на (Ё -- 1)-й итерации. Легко также 
показать, что эта процедура эквивалентна диагональной декомпо- 
зиции. 

Сходимость этого метода можно исследовать точно так же, как 
и ранее. Погрешность удовлетворяет уравнению“ 

k-+1 hi k+1 — eB FP + 4eG) — et? — Pe, (6) 

Очевидно, матрица Г имеет вид 

Т = Г®о1—Т® Р-Р ® П, (7)



и поэтому 

р (7) = (4 — )/, (8) 
где * — наибольшее собственное значение матрицы Р. Для боль- 
ших значений М получаем 

о (Г) = 1 — 2 [n?i(n + 1). (9) 

Таким образом, скорость сходимости блочного метода Якоби 
вдвое больше скорости сходимости точечного метода Якоби. К со- 
жалению, при блочном методе требуется вдвое больше операций 
на выполнение одной итерации, поэтому мы мало что выигрываем 
по сравнению с точечным итерационным процессом. Аналогичные 
результафы справедливы для блочного метода Гаусса — Зейделя 
и блочного метода последовательной сверхрелаксации; ни один 
из них не обладает какими-либо заметными преимуществами перед 
своими точечными аналогами. 

УпрАЖНЕЦИЯ 

1. Вывести блочные методы Гаусса — Зейделя и последова- 
тельной сверхрелаксации. Показать, что матрица Г для метода 
сверхрелаксации определяется выражением 

T=[(4I—wL) ® IT @ PI [(4 (1—0) [+-°0) ® [+ (1 ог ®Р|, 
2. Показать, что «метод Якоби по столбцам» описывается урав- 

нением 

[21-- ОТ ив” = и а ива | гв. 
Нроанализировать этот метод. 

3. Показать, что метод Якоби по строкам эквивалентен диаго- 
нальной декомпозиции. 

11. Неявные схемы чередующихся направлений 

Неявная схема Писмена и Ракфорда ') аналогична итерации 
столбцов, сопряженной с последующей итерацией строк. Посколь- 
ку этот метод возник из задачи решения параболического уравне- 
ния, остановимся на его описании. В наших обозначениях схемг 
Нисмена — Ракфорда принимает вид 

[Г сори = си, гы (4 —2e) uP? (1) 

(x44) 
ough) — (2-1) ие КО сие = П—сОрик 2’ ет, (2) 

Г) См. литературу к этой главе.— Прим. ред.



где с — скалярный параметр, который может изменяться в зави- 
симости от Ё. Поскольку (1) является тридиагональной системой, 
мы можем решить это уравнение точно таким же образом, каким 
мы решали уравнение Лапласа, см. гл. 3, разд. 12. Все эти урав- 
нения являются скалярными. Мы уже видели, что уравнение (2} 
такуке сводится к простым скалярным вычислениям. Легко пока- 
зать, что для решения (4) и (2) требуется О (4№) операций. 

Обозначив №?-мерный вектор через е“® 

em — [ев], (3) 
получим 

e(h+1/2) — [(Г-- сО) ©.Г]-* [(1 — 2с) 191+ сРо Пе» (4) 

и 

eh+)) — [cP @I— (2e+1) TOM" TQ —cQ)] e414, (5) 

Комбинируя эти равенства, получим, что матрица Г определяется 
выражением 

= [cP @I— (2c +1) 1@IlN[1@U —cQ)| x 
x (1 —Q) @ I} [(1 — 2c) [@I + ePQ@I}. (6) 

После некоторых преобразований получим 

my _ Г1—(и—2)с 7? | 

00) =(Fq=a6 | (7) 
где \ — собственное значение матрицы Р. Если допустить, чтобы 
параметр с мог меняться в зависимости OT ©, то мы получим задачу 
отыскания последовательности {ск}, минимизирующей абсолют- 
ную величину выражения 

1) 
(UM, K)= п Tea) en” (8) 

Хотя {к} можно определить для прямоугольной области, для 
областей общего вида эта задача очень сложна. 

12. Обсуждение 

Ясно, что для таких задач, как решение уравнения Лапласа 
на прямоугольной области, можно предложить ряд очень эффек- 
тивных конечных и итерационных методов. К сожалению, как 
только область оказывается нерегулярной, или коэффициенты 
Уравнения становятся переменными, выясняется, что эти методы 
или неприменимы, или сложны в употреблении. Так, хорошо 
известно, что неявные разностные схемы не работают на некоторых



нерегулярных областях очень простой структуры. Кроме того, 
мы видели, что если для ускорения сходимости требуется суще- 
ственное усложнение итерационных методов, то возникает слож- 
ная задача определения оптимальных параметров. По этой причи- 
не не будем вдаваться в подробности таких методов. Однако 
читатель должен понимать, что эти методы тем не менее применимы 
к задачам, которые мы будем рассматривать впоследствии. 
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Глава 9 

Нестандартные разностные методы 

1. Введение 

В предыдущих главах мы изложили некоторые подходы к чис- 
ленному решению уравнений в частных производных, основанные 
на использовании аппарата динамического программирования 
и инвариантного погружения. Алгоритмы, полученные таким 
образом, довольно сильно отличаются от методов, полученных при 
использовании обычных конечно-разностных схем. В этой главе 
мы кратко коснемся некоторых нестандартных конечно-разно- 
стных методов, вытекающих из динамического программирования 
и инвариантного погружения. 

2. Инвариантные погружения 

Характерным уравнением в частных производных для теории 
инвариантного погружения является следующее: 

ГЕ = & (т) г. + В (т), r (x, 0) = Ё (2). (1) 

здесь функция г(х, й) представляет собой отраженный поток. 
Разбиение на тонкие слои и последующий «подсчет баланса частиц» 
во многих физических процессах приводят к приближенному соот- 
ношению для этого отраженного потока 

г(х, А) = ге РЕПА, 8+) А+ 0(4?), (2) 

из которого при А -> 0 следует (1). 
Представляет некоторый интерес рассмотреть этот процесс 

в обратном порядке и исследовать возможность использования 
Уравнения (2) для получения численных значений г(х, zt). Это 
и есть некоторое конечно-разностное соотношение нестандартного 
типа. 

3. Уравнение и; = UWUy 

Для иллюстрации основных идей рассмотрим уравнение 

Это отличный пример, на котором можно проверить различные 
вычислительные схемы, поскольку для фупкции и существует про-



стое неявное решение 

u=g(x-+ ui). (2) 

Из (2) получаем 

и; = &’ [и tu,] = g’u/(1 — tg’), (3) 

Ux = § [4 + tuyl = g'/(i — tg’), 

следовательно, (1) выполняется. 
Это решение существует, если только 1 — &"' 52 0. Следова- 

тельно, можно ожидать, что для некоторого значения х найдется 
первое значение $#, такое, что 1 — 1’ = 0. В этой точке произой- 
дет «скачок». В процессах переноса это соответствует «критической 
длине». 

4. Приближенное конечно-разностное уравневие 

Развивая идею разд. 2, рассмотрим соотношение 

о (1, t+ A) =v(z#+ v(z, 1 А, 1, v(x, 0) = g(a), (4) 

где —с0 <х «о, а ¢ Upuunmaet sHayenma O, A, 2A, .... Pann 
упрощения вычислений будем считать, что & (5) — периодическая 
функция с периодом единица, поэтому 1 (1, #) также периодична 
с периодом единица при всех {. 

Существует несколько вариантов рекуррентного использо- 
вания (1) с начальным условием # (2) = 2 (х, 0) для определения 
функции 0 (т, Й. Первый из них состоит в запоминании и (х, # 
при всех # на множестве узлов сетки х = 26, А = 0,1, ..., М, 
где 1/0 = 1. В точках, гдех-Ро (1, 2) А не являются узлами сетки, 
правая часть уравнения (1) вычисляется с помощью некоторого 
интерполяционного метода, например посредством линейной 
интерполяции. 

С другой стороны, при каждом { значения функции и (х, # 
можно запоминать с помощью какого-либо ее аналитического пред- 
ставления, например в виде тригонометрической суммы, отрезка 
степенного ряда, сплайна !), или с помощью дифференциальной 
аппроксимации и т. д. 

УпрРАЖНЕНИЯ 

1. Показать, что уравнение (1) является конечно-разностной 
аппроксимацией, сохраняющей положительность и ограничен- 
ность решения. 

  

1) Относительно теории сплайнов см. книгу, упомянутую на стр. 37.— 
Прим. ред.



2. Получить аналогичные соотношения для системы уравнений 
в частных производных: 

и: = ии, ии, Vy = Uy + Vy. 

5. Сходимость 

Возникает естественный вопрос: существует ли предел 
v (x, t) = v(x, Ь А) при А -+ Ои, если да, то является ли он реше- 
нием уравнения (3.1)? Этот вопрос включает несколько различных 
задач. Первая из них состоит из двух частей: во-первых, отталки- 
ваясь от уравнения (4.1), показать, что существует предел 
и (х, Ь А) при А>0 

Шао (2, &, А) = и(т, 9, (1) 
A-0 

и, во-вторых, показать, что этот предел удовлетворяет уравнению 
(3.1). Вторая задача состоит в том, чтобы, предположив существо- 
вание и единственность «хорошего» решения уравнения (3.1), 
показать, что решение уравнения (4.1) является удовлетворитель- 
ным приближением к этому решению. 

Интересно отметить, что эта вторая задача, наиболее для нас 
интересная, является задачей теории устойчивости, а именно устой- 
чивости решения уравнения (4.1). 

Пусть и (т, } — решение уравнения (3.1), где g (x) предпола- 
гается лифференцируемой достаточное число раз. Тогда 

u(x, t-+ A) =u(s, t) + Au, + (A%/2) un +... 
2 

u(x + uA, t) = u(x, t) + Auu, + (A?/2) ии .... (*} 

Следовательно, 

u(x, t+ A)=u(x+ uA, t+ k(a2, В А», (3) 

где |2 (т, Э | < № для О<х=<1, О< < Г. 
Сравнивая это соотношение с (4.1), видим, что р >> и, если ре- 

шение уравнения (4.1) устойчиво при А < 1. Это можно показать 
для соответствующей области значений (х, #1). 

  

6. Повышение точности аппроксимации 

Существует несколько способов улучшения точности апиро- 
ксимации. Самый простой из них состоит в уменьшении шага A, 
что, однако, немедленно приводит к возрастанию времени вычис- 
лений. Это неудобство можно в некоторой степени смягчить, при- 
менив идею замедленного устремления к пределу.



С другой стороны, мы можем воспользоваться разностной аппро- 
ксимацией более высокого порядка. Рассмотрим, например, соот- 
ношение 

v(t, t+ А) = (я о(х Рои(х, ВА ВА, 0, (1) 

тде t=O, A, ..., a v(z, 0) = g (2). 

Вспоминая исходное уравнение в частных производных, видим, 
что погрешность этого алгоритма есть О ( 43). Тем не менее умень- 
шение ДА на практике оказывается более эффективным, чем исполь- 
зование усложненных разностных схем, таких, как (1). 

у 

УпражЖнЕНИЯ 

1. Рассмотрим уравнение и; = и». Показать, что и (5х, t + 
-- А) = [и (5, Ги (5х — 65, 82 является адекватной раз- 
ностной аппроксимацией, если ЛА ид связаны соответствующим 
образом. Локазать, что этот алгоритм сохраняет положительность 
и ограниченность решения. 

2. Рассмотрим рекуррентное соотношение 

N 
u(x, t+A)= >) w;[u(cz+a,6, t)+u(z—a;6, t)]. 

4—1 

Можно ли`выбрать параметры М, ;, а; и 6 таким образом, чтобы 
это соотношение давало приближенное решение уравнения и; = 

= Uy, © погрешностью Л" при любых k > 1, если, кроме того, 

Wi, Q; = 0? 

3. Рассмотрим уравнение Бюргера и; = им. = их». Показать, 
что это уравнение можно линеаризовать с помощью преобразова- 
ния типа преобразования Риккати и, таким образом, решить его 
как уравнение теплопроводности. 

4. Рассмотрим рекуррентное соотношение x 

  

u (x, t+ A) = au (x-+ bud, t) + (1—a) [еее ие 6,9] . 

Показать, что можно выбрать параметры а, 6, 6, удовлетворяю- 
щие неравенствам 0 < а <16>0иб->>0 и такие, чтобы это 
соотношение аппроксимировало уравнение Бюргера с погрешно- 
стыо А. Показать, что при этом сохраняются положительность 
и ограниченность решения. 

5. Рассмотрим систему уравнений: 

Uy = Uy + Uy, и (т, 0) — 8 (5). (1) 

Показать, что иметот место соотношения



u (x, t-4+-A) =au (u—au(z, t) A, t)+ 

425% fu (eva, t)+u(e—dar?, ty] — 

— 3p | h (28-1 (=, 1), t) —h(2, 2 | 

h(x, t+ A) = yh (x@—cu (&, 0) A, t) + (2) 

+S) fn (e+ aa'?, ) +h (e—dat?, 4 — 
—6| u (c«-Fh(c, t), t) —u(e, t) | ’ 

где А — шаг интегрирования, а а, В, y, 6, @, b,c, d — napamerpn, 
подлежащие определению. Получить с точностью до О (А) рекур- 
рентное соотношение, если 

a=1ja, b=(2/1—a) Ве], с=1/у, d= [2/(4—y) Rm‘. (3) 

Cm. crarpio Von Jla-rena (Dah-Teng Jong, Direct computational 
approaches lo a magnetohydrodynamic model system (B mevarn)). 

7. Дифференциальная квадратурная формула 

Наконец, напомним метод дифференциальных квадратур, отме- 
ченный в одной из первых глав "). Обозначим через 24, 15, .... Ям 
множество точек отрезка [0,1] и запишем 

М -_ 

И |=, ~ 2 Q; ju (xj, t), (1) 

THe а;; выбраны некоторым удобным образом. Тогда уравнение 
в частпых производных 

и; = них, и(х, 0) = 8 (1) (2) 

можно заменить системой обыкновенных дифференциальных Урав- 

нений 

N 

dv,/dt~v; >) ajjv;,_ v;(0)=g(z), i=1,..., N, (3) 
j=1 

rye v; > и (х;, ?). 

1) См. гл. 4, разд. 14. — Прим. перев.
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Глава 10 

Параболические уравнения 

1. Уравнение теплопроводности 

Вероятно, наиболее интересным примером уравнения в частных 
производных параболического типа является уравнение тепло- 
проводности. Распределение температуры в однородном тонком 
стержне определяется решением уравнения 

И — Ижх. (1) 

для которого известно начальное распределение 

и (1, 0) = g (2) (2) 
и, кроме того, заданы условия на обоих концах стержня, т. е. 

и (0, } =а(1, и(1, ) = dd). (3) 

Мы будем рассматривать более общую задачу — задачу о тепловом 
потоке через область В с границей Г. Итак, будем искать решение 
уравнения 

и: = А(х, У) [ихх + Иуу|, (4) 
где 

k(x, y)>0, (x, y ER, (5) 

с начальным и граничным условиями 

u(x, y, 0) = (1, 9), (6) 

u(t, y, ) =f (x,y), (% y) ET. (7) 
Мы увидим, что для получения распределения температуры в одно- 
мерном стержне моэкно будет воспользоваться одномерными ана- 
логами методов, построенных нами для задач с двумя пространст- 
венными переменными. 

И в этом случае основным алгоритмом исследования будет метод 
конечно-разностной аппроксимации. К сожалению, на этом пути 
мы немедленно сталкиваемся с двумя новыми трудностями, евя- 
занными © размерностью и устойчивостью. Увеличение размер- 
ности связано с тем, что теперь мы рассматриваем уравнение е тре- 
мя (а не с двумя, как прежде) независимыми переменными. Здесь 
следует проявлять осторожность, иначе число операций легко 
может превысить разумные пределы. Мы увидим, что, к сожалению, 

anu



простейшим вычислительным схемам присущи некоторые небла- 
гоприятные свойства в отношении их численной устойчивости. 
Прежде чем приступить к изложению методов, рассмотрим неко- 
торые математические трудности, о которых мы так долго умалчи- 
вали. 

УпраАжнЕНИЯ 

1. Пусть и удовлетворяет уравнению 

и = И, И (2, 0) = 8 (1), и(0, ) =u(i, ) = 

Показать что 

1 4 4 4 

(d/dt) ( \ ude | =2 \ UU; dx = 2 \ Und = -- 2 \ и. ах 

0 0 0 0 

и что поэтому 

< 4 1 
|» wdxr<e <= (x) dx. 

0 

2. Аналогичным образом показать, что 
4 

| ur"dx 

0 

является убывающей функцией # при #> 0. 

3. Показать, что 
4 1/(2n) 

max |u| = lim ( | waz) . 
< 0 П-—> оо 

4. Решив уравнение 3, доказать, что тах | и | является убы- 
х 

вающей функцией {. 
Oo. Показать, что для некоторого А, >> 0 

1 1 

\ ах ( \ g? (x) dz) е-М. 

0 0 

6. Получить аналогичные результаты для уравнения 

и: = и, +- Ихх, и (0, 2) = U (4, t) = 

Т. Получить аналогичные результаты Для уравнения 

Ир Их Ки, и=О0 наГ, 120.



2. Корректно поставленные задачи 

В предыдущих главах мы пользовались некоторыми неявными 
предположениями. Вероятно, главным из них было предположе- 
ние о том, что конечно-разностные методы приводят к приближен- 
ному решению поставленной задачи. В качестве примера ситуации, 
когда это не выполняется, рассмотрим движение маятника, состоя- 
щего из материальной точки, закрепленной на конце жесткого 
невесомого стержня, как на рис. 1. Движение маятника описывается 
уравнением 

d*@/dé + ksin @ = 0. (1) 

Рис. 1 
-
-
-
-
1
-
-
-
 

Пусть маятник находится в верхнем положении, т. е. 

0 (0) =л, 0’ (0) = 0. (2) 
Тогда задача (1) — (2) имеет решение : 

0 (1) =л, #>0. (3) 
Предположим теперь, что мы пытаемся получить решение этой 
задачи на цифровой вычислительной машине. Поскольку л ирра- 
ционально, то начальные условия в действительности имеют вид 

0 (0) =л— а, 0’ (0) =0, (4) 

ГДе & < 1. В сожалению, задача (1), (4) обладает осциллирующим 
решением, при котором 6 (1 изменяется от л — # до —п- в. 
Это пример плохо или некорректно поставленной задачи. Иссле- 
дование задач такого типа восходит еще к Адамару. 

Мы будем всегда предполагать, что рассматриваемая задача 
корректно поставлена. Будем называть задачу корректно постав- 
ленной, если ее решение существует, единственно и непрерывно 
зависит от начальных данных. Таким образом, приведенный при- 
мер не являлся корректно поставленной задачей, поскольку 
небольшое изменение начальных данных не привело к соответст- 
венно небольшому изменению решения. 

3. Согласованность и устойчивость 

Изложенный численный метод должен был заменить заданную 
граничную задачу системой разностных уравнений. Мы предпо- 
лагали, что по мере стремления размера ячейки сетки к нулю реше-



ние разностных уравнений равномерно сходится к решению исход- 
ной задачи. Легко можно доказать, что для всех задач, которые 
мы изучали до сих пор, наши методы сходятся в указанном выше 
смысле. Однако для параболического уравнения, являющегося 
задачей Коши по временной переменной, определение сходимости 
немного сложнее: оно связано © проблемами согласованности 
и устойчивости. 

Для того чтобы заменить параболические уравнения разност- 
ными, нам придется рассматривать дискретные значения как вре- 
менной, так и пространственных переменных. Обозначим шаги 
дискретизации временной и пространственных переменных через 
А и Й соответственно. Назовем систему разностных уравнений 
согласованной с данным уравнением в частных производных, если 
эти уравнения обращаются в данное уравнение в частных произ- 
водных, когда Л и Й независимо стремятся к нулю. В литературе 
можно найти много примеров таких методов, которые являются 
согласованными, только когда А и Й стремятся к нулю некоторым 
специальным образом. Мы будем рассматривать лишь такие спо- 
собы дискретизации, которые приводят к разностным уравнениям, 
согласованным с интересующими нас параболическими уравне- 
HAMM. 

Назовем разностную аппроксимацию устойчивой, если при 
стремлении шага дискретизации к нулю никакое изменение 
начальных условий или появление ошибки вычислений не привно- 
сит неограниченного вклада в решение. Можно выяснить физиче- 
ский смысл этого понятия устойчивости. Поскольку нас интере- 
суют параболические уравнения (или уравнения диффузии), то 
нам известно, что данное уравнение в частных производных не 
может иметь неограниченного рёшения. Таким образом, если раз- 
ностная аппроксимация призвана моделировать интересующее нас 
Уравнение, то мы вправе потребовать, чтобы эта аппроксимация 
не приводила к неограниченному решению, которое физически 
просто не может существовать. Гакое новое определение устой- 
чивости включает введенное ранее понятие численной устойяй- 
BOCTH. 

Связь между сходимостью, согласованностью и устойчивостью 
устанавливается теоремой, полученной ЦП. Д. Лаксом, которую мы 
приводим без доказательства. 

Теорема 1). Пусть дана корректно поставленная задача Kowu 
и построена ее конечно-разностная аппроксимация, удовлетворяю- 
щая условию согласованности. Гогда устойчивость является необто- 
димым и достаточным условием сходимости. 

1) Доказательство см., например, в книге Р. Рихтмайер, К. Мортон, 
Разностные методы решения краевых задач, «Мир», М., 1972, стр. 54.— 
Прим. перев.



Поскольку мы договорились рассматривать только согласо- 
ванные методы, то в дальнейшем будем исследовать только устой- 
чивость различных аппроксимаций. 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Обозначим и (т, 7) через и;;. Показать, что при йи А 0 
разностные уравнения 

(ила ин)/А = (и ни-ни ИЕ (1) 
переходят в уравнение теплопроводности 

И: = Ихх. (2) 

‘Гаким образом, (1) согласовано с (2). 
2. Показать, что схема Дюфорта — Френкеля 

(Us, j44— Uy, 1-4) 12А = (инф и аи аи, ИЙ (3) 

согласована с (2), если Л —- О и В 0 таким образом, что А/М? 
остается постоянной. Показать, что если ЛА —> О и й-—> 0 таким 
образом, что А/ = с, то (3) согласовано с уравнением 

2a 

4. Явные методы 

Теперь мы можем рассмотреть некоторые типичные разностные 
схемы. Поскольку было бы желательно обсудить свойства устой- 
чивости этих методов более подробно, рассмотрим в качестве при- 
мера уравнение теплопроводности 

Ир = С [их Uyyl, (1) 

где с — положительная постоянная, и уравнение задано на еди- 
ничном квадрате. Будем считать, что задано и (х, у, 0) и значения 
и на границе области при всех #, Воспользуемся следующей дискре- 
тпзацией: 

aj = th, yy=jh, t = lA, (2) 
где 

МВ = 4. (3) 

Обозначим и (#. №, 1Д) через и;; (Н). Чтобы получить разностное 
уравнение, соответствующее уравнению (1), построим конечно- 
разностные аппроксимации для и; 

  uy (ty yt) = BEY 10 (A) (4)



M ANA Ugy + Uyy 

  

  

ии = ЕР, у, ить И Чи (о, у, В 

АО, (5) 

Итак, в точке x=ih, y=jh, t=I1A получаем 

и: ( — и; 1 с ; 
ui le uty = Fp [iss 9 (Ex) + Ua, at (tr) — 40 (hh) + 

Нину) + Uj, 5-4 (tx) 1 +O (A) 4-0 (F*). (6) 

Из этого равенства вытекает 
я 

_ 2 , , 
Wij (tiga) = Ua (t1) + (CALA?) [iss, (Ex) + Ui, 544 (4:) — 4045 (tx) + 

+ ui-a, 5 (t2) + Uj, 3-4 CD). (7) 

Поскольку нам заданы {1;; (&)} и значения и;; (1) для фи}, рав- 
ных 0 и №, то решение уравнения (7) тривиально. Каждое значе- 
ние и;; (1.1) можно вычислять независимо от остальных; поэтому 
этот метод назван явным. К сожалению, как мы сейчас увидим. 
этот метод будет неустойчивым, пока шаг дискретизации Й не ста- 
нет достаточно малым. 

Как и прежде, обозначим через О матрицу 

  

2, i=j, 

0=(4), gi= 4 —1, i—7l=1, (8) 
О в противном случае, 

а через (; — матрицу 

U,=(uj(t)), tp 7—1,...,N—4. (9) 
В этих обозначениях (7) принимает вид 

Ou. = U,—rlQU,+ UQI + Sy, (10) 

где матрица ©; определяется граничными условиями и через Г 
обозначено отношение сЛ/й?. Для исследования устойчивости этой 
явной разностной схемы выясним, при каких условиях однород- 
ное уравнение 

Ин = Ч, — т 90, + 00! (41) 

не обладает неограниченными решениями. Анализ однородного 
уравнения объясняется лишь тем, что если бы мы ввели возмуще- 
ние в уравнение (10), то получили бы, что ошибка удовлетворяет 
уравнению (41). Это эквивалентно методике анализа оптибок, изло- 
женной в гл. би 6. 

Обозначим (№ — 1)?-мерный вектор, полученный объединением 
столбцов матрицы (С, через иг. Как и вгл. 8, с помощью кронеке-



рова произведения мы можем представить уравнение (11) в виде 

ина = И —г1® 0-08] ит. (12) 

Для того чтобы (12) не обладало неограниченным решением, долж- 
но выполняться неравенство 

о —г(1®О+0О® 1] < 1. (13) 
Если Ё-е собственное значение матрицы О равно ц;, то собственные 
значения матрицы 7 — ГГ ОО Ф®1 равны 

An = 1 —r (Mi + м). (14) 
Носкольку мы уже показали, что 

то (13) имеет место, если 

< (16) 

Мы видели, что по мере уменьшения # наибольшее собственное зна- 
чение (сколь угодно близко приближается к 4. Таким образом, 
оценка (16) очень хорошая, и понятно, какое строгое ограничение 
на наш метод налагает это неравенство. Заметим, что для 

c=1, й = 0,1 (17) 

мы должны выбрать шаг ЛД, такой, что 

А < 0,0025. (18) 

Итак, простота этого метода уравновешивается необходимостью 
проводить столь мелкую дискретизацию временнбй переменной, 
что число вычислений становится недопустимо болышим. 

УпраАЖНЕНИЕ 

Показать, что при решении одномерного уравнения теплопро- 

водности 

для устойчивости явного метода требуется, чтобы г < 1. 

5. Неявные методы 

Вместо прямой разностной формулы (4.4), которую мы исполь- 
зовали для аппроксимации и, запишем теперь обратную формулу 

ша, у ЙОД) (1)  



© той же самой погрешностью анпроксимации. Комбинируя (1) 
и (4.5), получим разностные уравнения 

и: (п) — Wig (Lit) = 7 (Wiss, 5 (E12) + и, на (В) —Аиь () + 

4 Uj-1, 7+ Uj, за (Н)]. (2) 

Очевидно, что это неявная разностная схема. На каждом этапе 
мы имеем значения {и;; (#1-1)} и для определения {и;; (#)} должны 
решать систему алгебраических уравнений. В действительности 
решение уравнений (2) эквивалентно решению эллиптического 
уравнения того типа, что мы рассматривали ранее. Чтобы пояснить 
этот момент, вернемся к исходному параболическому уравнению 

Up = C (Uses Е Му). (3) 

заменив и; аппроксимацией (1), получим 

u(x, y, ) —u(z, y, t—A)= 

A Utes (2 у, В Е yy (HY OI, (4) 
что, очевидно, является эллиптическим уравнением при каждом 
фиксированном значении $. Если мы попытаемся решать это урав- 
нение методами, разработанными ранее для решения эллиптиче- 
ских уравнений, то немедленно придем к уравнению (2). Итак, 
мы видим, что неявные методы эквивалентны решению эллипти- 
ческого уравнения на каждом шаге, и поэтому для их реализации 
требуется большой объем вычислений. 

Устойчивость уравнения (2) можно исследовать непосредст- 
венно. Если (О, О и ©, определены, как и выше, то (2) можно запи- 
сать в виде 

(т — (1 = —rlQu,+ UQ)4+ 51. (5) 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 

и: — и = -Т [О © 1 + [ © 0] Ui, (6). 

или 

uy = И + r (Q © I +. 1 © Q)\-! 11-4. (7) 

сли и; — собственное значение матрицы О, то собственные зна- 
чения матрицы [Г + г(О ®ТГ-+Т® 0)|* равны 

An = 1/4 + 7 (ui + By)l. (8) 
Следовательно, 

о бом < (9) 
и поэтому (5) не имеет неограниченных решений. Это означает, что 
цанная неявная схема устойчива при любых Й и A.



6. Метод Кранка — Николсона 

Мы показали, что изложенный нами простой неявный метод 
всегда устойчив, но требует решения эллиптического уравнения 
на каждом временном пгаге процесса. Поскольку ошибка аппрокси- 
мации имеет порядок О (Л) + О (7^), то для достижения приемле- 
мой точности мы должны выбрать очень и очень маленький шаг 
дискрегизации по $. Таким образом, этот простой метод практиче- 
ски непригоден, поскольку в нем требуется чрезвычайно большое 
число вычислений. Эту трудность можно обойти. пользуясь более 
точными неявными разностными схемами. 

Метод Кранка — Николсона вытекает из аппроксимации част- 
ных производных в окрестности и (х, у, Е | //2). С помощью раз- 
ложения в ряд Тейлора легко проверить, что и; можно записать как 

  и, ур А) ЕО. (1) 
Аналогично и.„--и,, можно представить в виде 

Их (2, Y, E+ A/2) + Uyy (х, y, E+ A/2) = 

=F [Un (t, Ys EA) ции (2, у, ВН А) ик (т, у, | 
Н изу (2, у, НО (А). (2) 

Выражение и„„-и,, в правой части (2) можно заменить стан- 
дартной аппроксимацией (4.5). Тогда комбинируя (1), (2) и (4.5), 
получим метод Кранка — Николсона: 

и; (На) - и: (п) = (г/2) а, (Иа) Ри, на (Ни) — Аи (tia) + 

+ Usa, 7 (Erg) ив, 4 ыы) Нин) Ри, на (В) — 

— Аш; (Н) + ues, 7 Ed) + UG, 5-2 (4), (3) 

погрешность которого составляет О (Д*) + O (h?). Подставив (1) 
и (2) в исходное параболическое уравнение, легко убедиться, что 
уравнение (3) является конечно-разностной аппроксимацией эллип- 
тического уравнения 

Uny (L,Y, E-- A) + Uyy (x, y, E+ A)— (2A/c) u(x, y, t+ A) = 

= — Ихх (5, У, #) — Une (L Ys #) + (2A/c) u (x, y, 4). (4) 

Таким образом, в методе Кранка — Николсона на каждом вре- 
менном шаге требуется по существу тот же самый объем вычисле- 
ний, что и в неявном методе из разд. э. Однако здесь мы можем 
выбирать больший шаг дискретизации по $, поскольку в данном 
случае ошибка аппроксимации меньше. 

Покажем теперь, что метод Кранка — Николсона устойчив 
при любых положительных размерах шага. В предыдущих обозна-



чениях уравнение (3) можно записать в виде 

Og —Op= — 7 [U1410+ Win +Ui0+ QUA+S: (9) 

и соответствующее однородное уравнение в виде 

ии — ш= — (7/2) (190 +0®1 ши И®9--98Пи|. (6) 

Решив это уравнение относительно и-., получим 

Un. =U + (7/2) 18Q+4+Q08T)I'*x 

  

х И — (1/2) Т®О+ОФ® Ги. (7) 

Таким образом, собственные значения матрицы Т равны 

* д, —_ tar) (wit es) (8) 
1-е) (а-ы) ' 

где и; — собственное значение матрицы 0. Поскольку 

поэтому схема (3) устойчива при положительных А ий. 

TO 

1. Нелявные методы чередующихся направлений 

Рассмотрим при фиксированном значении # следующие урав- 
нения: 

р (о, у, Еву (2 У) и   

р (=, и (2, У) C [Wee (L, Y) Зуи (х, У]. (2) 
  

Нредположив, что функция и (х, у, Й известна, уравнение (1) 
можно рассмотреть как уравнение для V(x, y), a (2) — Kak ypaB-* 
нение относительно и? (х, у) с известным решением уравнения (1). 
Используя разложение в ряд Тейлора, нетрудно показать +), что 
если и (х, у, № является решением уравнения 

U;— C (Ихх + Uyy)s (3) 

ш (х, у) = и(х, у, (+ А) + О (49. (4) 

Таким образом, можно ожидать, что этот метод обладает той же 
погрешностью, что и метод Иранка — Николсона. Однако он 

TO 

1) Мы предполагаем, что соответствующие граничные условия учиты- 
ваются при решении (1) и (2).



обладает весьма существенными вычислительными преимущест- 
вами. В уравнение (1) входят производные неизвестной функции © 
только по у, в то время как (2) содержит лишь производные от не- 
известной функции г по 1х; отсюда и происходит название «неявный 
метод чередующихся направлений». На каждой стадии вычислений 
мы решаем два уравнения, гораздо более простых, чем эллипти- 
ческие уравнения типа (5.4) или (6.4). Исследуем теперь разност- 
ные уравнения, соответствующие (1) и (2), чтобы убедиться, 
насколько просты эти вычисления. 

Обозначим через ;; (Н+а/»)) конечно-разностную аппроксима- 
цию функции у. Хотя значения и,;; (Н+а,.)) непосредственно не 
связаны со значениями и и в точке # | Д/2, это обозначение стан- 
дартно. Тогда, используя обычную аппроксимацию вторых про- 
изводных, запишем (1) и (2) в виде 

из (14-112) — из (И) = (г/2) (ина, 1 (В) — 2; (Н) + и, в) + 

Ни, ум (И) — Ви; (И) и, 4 (0)] (5) 
и 

ил (Пи) — (112) = [eas аа) — Вил (Им) 4+ iat, 7 (Cie) + 

+ Uy, 54 (E442) — taj (E472) + Uz, 5-1 (L44/2)]J- (6) 

Из этих уравнений непосредственно вытекает, что ошибка аппрок- 
симации имеет порядок О (Д*) | О (77). В матричной форме (5) 
и (6) принимают вид 

[I + (r/2) Q\ 014472 =U 1 — (r/2) Q)+ 8; (7) 

Ois1 (0+ (7/2) QI =U — (7/2) O10 14-472 +81. (8) 

Поскольку матрица О тридиагональная, каждое уравнение можно 
решить довольно просто. Как мы видели в гл. 8, для решения эллип- 
тических уравнений потребуются скалярные аналоги матрично- 
векторных вычислений. 

Устойчивость этого метода можно проанализировать, рассмат- 
ривая однородные уравнения, соответствующие (7) и (8). Комби- 
нируя эти два уравнения, получим 

(= -—(/2) QI W+(r/2) QI? U, U—(7/2) 0] И--(т/2) ОТ. 
(9) 

Ясно, что матрицы 1 — (7/2) О и Г- (7/2) О коммутируют. Обо- 
значив через 7 матрицу 

Г = — (r/2) Ol U + (7/2) OF, (10) 
из (9) получим 

= О = TU of". (14)



Поскольку собственные значения матрицы Т равны 

A (rl) wy 
№ — ров) ° (12) 

где и; — собственное значение О, то 

0 = 14; | <1 (13) 

и поэтому данный метод устойчив для всех положительных зна- 
чений Л ий. 

Так как решение уравнения Лапласа можно рассматривать как 
стационарное решение уравнения 

5 Uz = С [их + Uyy), (14) 

то благодаря высокой эффективности неявного метода чередующихся 
направлений вместо решения уравнения Лапласа мы можем решать 
уравнение (14) до тех пор, нока не придем к стационарному реше- 
нию. В действительности неявный метод чередующихся направлений 
для решения задач эллиптического типа был предложен именно 
в такой формулировке. Мы не будем вдаваться в дальнейшее 
исследование этого метода, поскольку его анализ может оказаться 
очень сложным и к тому же эти методы до сих пор имеют огра- 
ниченную область применения. 

8. Преобразование Лапласа 

`В этом разделе мы опишем соверменно иной подход к решению 
параболических уравнений, основанный на использовании преоб- 
разования Лапласа. Нреобразование Лапласа является фунда- 
ментальным методом, позволяющим привести к более простомувиду 
большое число уравнений. Мы предполагаем, что читатель имеет 
некоторое знакомство с преобразованием Лапласа. 

Напомним, что преобразование Лапласа Д (и) функции и (} 
определяется как 

L (u) =F (s)= | u (t) e-** de. (1) 
0 

Будем предполагать, что интеграл сходится абсолютно при $ > 0. 
Легко показать, что 

L (du/dt) = sF (s) — u (0). (2) 

Следовательно, преобразование Лапласа можно использовать для 
сведения обыкновенных дифференциальных уравнений с постоян- 
ными коэффициентами к алгебраическим 2). 

1) Следовало бы сказать «формального сведения».— Прим. ред.



Вернемся к нашему исходному уравнению 

ди/д = с (д?и/0л?) + (02и/ду?)], (3) 

и функция и (х, У, Ю задана на сторонах единичного квадрата, 
и постараемся применить к этой задаче преобразование Лапласа. 
Применяя к (3) преобразование (1), (2) и обозначая 

где 

и (х, у, 5) = Г (и (, у, 1), (5) 

получаем, qTO u удовлетворяет уравнению 

su— g(x, У) =К (т, y) (09/027) ++ (9 /0у?)], (6) 

что представляет собой эллиптическое уравнение при любом задан- 
ном значении $. Граничными условиями для (6) являются усло- 
вия, полученные носле преобразования исходных граничных усло- 
вий. Если граничные условия, заданные на сторонах квадрата, не 
зависят от &, то граничные условия для (6} равны просто исходным 
граничным условиям, деленным на $. 

Наш подход состоит в решении задачи (6) при заданных значе- 
ниях $, таких, как 1, 2,..., №, с помощью методов, которые мы 
до сих пор использовали. Тогда мы получим таблицу значений 
преобразований Лапласа для искомой функции. Успех в приме- 
нении этой процедуры определяется нашим умением выполнять 
численное обращение преобразования Лапласа. Если мы имеем 
удобный способ вычисления обратного преобразования, то можно 
надеяться, что нам удастся решить исходное параболическое урав- 
нение, сведя его к сравнительно небольшому числу эллиптических 
уравнений. 

9. Ввадратурная формула Гаусса 

Численное обращение преобразования Лапласа основано на 
применении квадратурной формулы для интеграла, определяюще- 
TO это преобразование. Напомним сначала некоторые основные 
сведения о квадратурной формуле Гаусса. Пусть требуется аппро- 
ксимировать определенный интеграл 

4 

I= | fle) do (4) 
0 

конечной суммой 
N 

Г; = 2 wif (xi). (2) 
i=



Здесь {5;,} — абсциссы, а {ш;} — веса квадратурной формулы. 
Требуется выбрать абсциссы и веса так, чтобы (14) и (2) совпадали 
для всех ] (1), являющихся полиномами степени не выше 2М№ — 1. 
Мы не будем вдаваться в подробности определения абсцисс и весов, 
поскольку это можно найти в любом учебнике по численным мето- 
дам анализа. Приведем лишь основные результаты. 

Абсциссы {т;} являются корнями многочлена Лежандра Ру (5) 
степени М, причем все они различны и лежат между нулем и еди- 
ницей. Определим функции Г, (1) как 

N 

Г: (в = Ц @—2) =Ры(®)/е— 2), (3) 
754 

# 

тогда веса определяются по формулам 

1 

w= (Le (wi) \ Ey (ade, i=1,2,..., (4) 
e 0 

Корни многочленов Лежандра и веса можно либо найти в табли- 

цах, либо, если необходимо, вычислить с произвольной степенью 
точности. Точность квадратурной формулы зависит от того, 
насколько удачно функция {(5) может быть аппроксимирована 
полиномом. К этому вопросу мы еще ненадолго вернемся. 

Совершив замену переменных 

д=е" (5) 

в определении преобразования Лапласа 
co 

F(s)= \ u (t) e~** de, (6) 
0 

получим 
4 

F(s)= | u (—log x) 2°—1 ах. (7) 
0 Se - 

Это равенство послужит для нас отправной точкой. Учитывая (5), 
мозкно сказать, что требование того, чтобы квадратурная формула 
явилась бы хорошей аппроксимацией интеграла (7), эквивалентно 
тому, чтобы функцию и (1 можно было хорошо аппроксимировать 

суммой конечного числа экспонент, т. е. 

м 
и (В > У але". (8) 

= 

Будем предполагать, что это всегда так.



10. Обращение преобразования Лапласа 

Введем обозначение 

8 (1) =и (-— log z) (1) 
и перепишем (9.7) в виде 

1 

Р (5) = | xg (x) de. (2) 
0 

Применяя к (2) квадратурную формулу Taycca N-ro порядка, 
получим приближенную формулу 

N 

Е) = У шв (в). (3) 

Если мы можем численно определить РЁ ($) для $ =14,2,..., №, 
то (3) приводит к системе линейных алгебраических уравнений 

N 

x wyxig (xi) =F (k+14), k=0, 1, co ey N—i, (4) 
= 

с неизвестными & (1;). Чтобы упростить предыдущее выражение, 
введем обозначения 

Yi = Wig (X;), a, = F (k + 4), (5) 

тогда (4) примет вид 
N . 

У, яву: = ак. (6) 
4=1 

Это эквивалентно матрично-векторному уравнению 

Ху = а, (7) 
где 

X =(zi~'). (8) 
Очевидно, что матрица Х является матрицей Вандермонда. Хотя 
эта матрица и не вырождена (в силу того, что все х; различны), 
она все же очень плохо обусловлена. Ноэтому, если даже система 
(6) полностью определена, ее очень трудно решить численно при 
N У 1. 

Однако небольшое усилие позволяет получить неявную 
формулу обращения, которая может быть использована с высокой 
степенью точности. 

Умножим сначала А-е уравнение в (6) на неопределенный пара- 
метр 4». Складывая /Й уравнений, получаем 

№ N-1 М-1 

Хи (> чить) = Dd) onde. (9) 
1—1 k=0 k=0



Полагая 

| N-1 

1 (2) = 2, gat", (10) 

приходим к уравнению 

№ N-1 

> у: (т) == > Ява». (41) 
i=1 k—0 

MOyunnuua f(z), являющаяся многочленом степени М№М — 1, по- 
прежнему остается неопределенной. Повторим эту процедуру 
М раз и получим Л различных многочленов ] (2) и, следовательно, 
М различных наборов коэффициентов 4». Итак, положим 

7 (2) = 1; (2), Ч =» 71=1,2,..., М. (12) 

Поскольку нас интересуют значения у;, выберем },; (1) так, чтобы 

f; (xi) = 9, Lj, 

fi (x:) = 4, 8 = }. (13) 

Это позволяет переписать (14) в виде 

N-1 

у: = > аль. (14) 

Если мы сможем определить ]; (1) и получим таким образом коэф- 
фициенты дь;, то это и приведет к формуле обращения преобразо- 
вания Лапласа. Поскольку числа x; являются корнями много- 
члена Лежандра Ру (2) степени N, to Py (x) можно представить 
в виде 

М 

Рк (5) =с I (1—1). (15) 

Первое условие в (13) требует, чтобы 

fy (x) = Py (a) — 23) Рн (1,1. (16) 

Числа а; являются коэффициентами этого многочлена. Поскольку 
коэффициенты многочлена Ри (1) целые и корни его известны, то 
числа Ч» можно вычислить с любой степенью точности. 

Подставив теперь (1) и (5) в (14), перепишем формулу обраще- 
ния в следующем окончательном виде: 

N-1 

u (— log x;) = (4/w;) 2 ЧЁ (Е-- 1). (17)



11. Вычислительные аспекты 

Коэффициенты g;;,/w;, были подсчитаны для значений М вплоть 
до 15 и приведены в книге, указанной в конце этой главы. Эти 
коэффициенты можно легко вычислить © помощью простой про- 
цедуры, множество входных параметров которой состоит из корней 
многочлена Лежандра и соответствующих весов. Эту процедуру 
также можно найти в указанной книге. 

Условие 

ane *t (1) 

по существу является требованием «гладкости». 'Гаким образом, 
мы не рассматриваем уравнений, решения которых обладают каки- 
ми-либо пиками или быстро осциллирующими составляющими. 
Мы не рассчитываем получить какой-либо универсальный метод, 
пригодный для всех уравнений, поскольку, как известно, обратное 
преобразование Лапласа является неограниченным оператором. 
Однако данный метод можно модифицировать и для случая урав- 
нений с сингулярным поведением решения. ~ 

Значения искомой функции были заданы в точках 

, = 105 ть, (2) 

где 1; — корни многочлена Лежандра. Поскольку 1; равномерно 
распределены на отрезке [0, 4], значения вблизи нуля сгущаются. 
В большинстве задач это не столь важный фактор, поскольку мы 
можем выбрать подходящую интерполяционную формулу для вычи- 
сления и (1) при любом заданном 1 Кроме того, мы можем вос- 
пользоваться некоторыми свойствами преобразования Лапласа 
для данных значений и (1) в точках, отличных от (2). 
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Глава 11 

Нелинейные уравнения 
и квазилинеаризация 

1. Введение 

В предыдущих главах мы рассматривали исключительно линей- 
ные уравнения в частных производных. Гребование линейности 
существенно для метода инвариантного погружения, в то время 
как квадратичная природа соответствующей вариационной задачи 
столь же сильно влияет на простоту окончательных результатов, 
полученных методом динамического программирования. В этой 
главе мы хотим расширить область применимости наших методов, 
включив в нее нелинейные уравнения, такие, как, например, 

Ихх + Uyy = е“, (1) 

уравнение, возникающее в магнитогидродинамике и других обла- 
стях, и нелинейное уравнение теплопроводности 

Vt = Vax + Vyy - 8 (5). (2) 

Самый простой метод получения численного решения состоит 
в дискретизации данного уравнения. По причинам, которые мы 
уже отмечали в линейном случае, при этом подходе встречаются 
серьезные осложнения, которые многократно усиливаются в нели- 
нейном случае. Поэтому здесь мы воспользуемся другим способом. 

В конце главы кратко опишем применение этих методов к неко- 
торым задачам идентификации. 

2. Метод последовательных приближений 

Мы уже показали, что можем построить простую вычислитель- 
ную программу для численного решения линейного уравнения 
общего вида 

Uxx + Uyy + h(a, y)u=f (т, у) (1) 

на области весьма произвольной структуры. Наша цель состоит 
в том, чтобы получить решение уравнения типа (1.1) как предел 
решений последовательности линейных уравнений типа (4). Такой 
нодход включает и метод последовательных приближений — 
весьма общий и надежный метод анализа. 

Простейшим вариантом этого мето а является метод Пикара. 
Вместо уравнения (1.41) рассмотрим последовательность линейных



п-|-1 n-+- nN 

где и) — заданное начальное приближение. Аналогично вместо 
(1.2) будем рассматривать последовательность линейных уравне- 
НИЙ 

1 1 т ) yr) -- РТ | g (и), (3) 

где 10) — опять-таки заданная величина. 
По-видимому, такой подход решает исходную задачу. Однако 

здесь имеются два источника трудностей. Во-первых, этот метод 
сходится медленно, в лучшем случае со скоростью некоторой гео- 
метрической прогрессии. Во-вторых, если и) и #09) не выбраны 
соответствующим образом, то данный метод расходится. 

В силу этих причин будем пользоваться другим вариантом 
метода последовательных приближений, а именно — вытекающим 
из динамического программирования. 

& 

3. Ивазилинеаризация 

В теории динамического программирования фундаменталь- 
ную роль играет класс уравнений вида 

шах Г (и, в = 0, (1) 

где 7 есть линейная функция от и. Функция и представляет ‘собой 
функцию выигрыша. а г — политику управления. При решении 
уравнения (1) мы можем воспользоваться аппроксимацией в про- 
странстве функций выигрыша, что является классическим подхо- 
дом, или аппроксимацией в пространстве политик, представляю- 
щей собой новый метод, обладающий рядом желательных свойств. 

Если мы выбираем политику о, то уравнение для соответствую- 
щей функции выигрыша из является линейным: 

Г (Uo, Vo) = 0. (2), 

Из уравнения (2) вытекает метод последовательных прибли- 
жений. Пусть новая политика 1; определяется уравнением 

T (uo, U4) = max T (Uo, 9), (3) 

и пусть и. — новая функция выигрыша, определяемая решением 
уравнения 

Т (ил, V1) — 0, (4) 
и т. д. 

Можно показать, что во многих важных случаях сходимость 
метода монотонная и квадратичная. Ниже приведен соответствую- 
щий пример.



4. Пример 

Рассмотрим уравнение 

и — 2 = 0. 

Воспользуемся тождеством 

u® = (v + (и — и) = v? 4+ 20 (u — v) + (u — v)?. 

Из (2) следует, что 

u? > (и- и =ш фи 

при всех о и что 
2 — max [2ир — #], 

VD 

причем максимум достигается при и = и. 
Итак, нелинейное уравнение имеет вид 

и 

max [2uv — v? — 2] = 0. 

Отсюда следует, что при всех и 

2uv — v*® —2< 0. 

Если нас интересует лишь положительное решение, то 

u< (v? + 2)/20, 
поэтому 

и = шт [(v? + 2)/2v). 
v>0 

(4) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Если мы используем (4) как основу для метода последователь- 
ных приближений и поступим, как выше, то получим широко изве- 
стное рекуррентное соотношение 

— 2 
Un+i = (Un + 2)/2uy. (9) 

Это выражение совпадает с уравнением, полученным по методу 
Ныотона — Рафсона, для которого гарантирована квадратичная 
СХхОЛИМОСТЬ. 

УпрАЖнНЕНИЯ 

1. Пусть функция g(u) выпукла. Показать, что & (и) = 
= max [g (v) + (u — v) g’vi. 

о 

2. Какова геометрическая интерпретация этого результата? 
3. Каков многомерный аналог результата упражнения (1)? 
4. Рассмотрим два соотношения 

0 — 7 (и) — / (un) - р (ип) (и — Un) + О (и ~ Un)? I, 

O0=f(u,)+f (Up) (ила — Ив). 

Показать, что зтот метод сходится к корню уравнения ] (и) = 0.



5. YpaBHeHWe Uaa + Uyy = и? 

Рассмотрим численное решение уравнения 
—— 7/2 

Ихх + Uyy =U, (1) 

определенного в области В, на границе Г которой задано равенство 

и = f. (2) 
Мы остановимся сначала на этом простом примере, поскольку он 
позволит нам наглядно продемонстрировать свойства сходимости 
метода квазилинеаризации. 

Как мы ‚уже отмечали, наиболее общим методом доказательства 
существования решения (1) и (2) является итерационный метод 
Пикара. Мы заменяем уравнение (1) последовательностью линей- 
ных задач 

us? ul? = [и р, (3) 
гле < 

и —], (т, у) ЕГ. (4) 

Поскольку [и]? в уравнении (3) можно трактовать как возмущаю- 
щую силу, то мы можем исследовать сходимость решения уравне- 
ния (3), представив функцию и?) как функцию Грина в следующем 
виде: 

uD (c, y= |! k(w, y, а, 6) lw (a, bP da db. (5) 
R 

Не вдаваясь в подробности, отметим, что (3) действительно схо- 
дится к (1), если ь (0) — достаточно хорошее начальное прибли- 
жение. Однако сходимость этого метода геометрическая. Это озна- 
чает, что если мы определим функциональную норму как 

18 | = мах |8 (т, у) |, (6) 
TO 

Ju — ue) || = O (|| u — u® |). (7) 
Итак, метод Пикара в общем случае не является эффективным 
численным методом. 

Рассмотрим теперь квазилинейную аппроксимацию уравнения 
(1). Тогда придем к итерационному методу 

(411) (4-1) — 9+, __ [714812 ule) ис: вии [uO] (8) 

с граничным условием 

ut —f, (т, УГ. (9)



6. Дифференциальное неравенство 

Мы хотим получить соотношение между решением дифферен- 
циального неравенства 

Их + Uyy + qu > 0 (1) 

с граничным условием 

и =] (2) 
и решением дифференциального уравнения 

Vax + Vyy + gv = 0 (3) 

с граничным условием 
v =f. (4) 

Мы считаем д таким, что квадратичный функционал 

Hu)=\ \ pt +uj—ae de dy (5) 
R 

положительно определен. Простым достаточным условием этого 
является неравенство 4 < 0. 

Для любой функции и, удовлетворяющей (1) и (2), можно 
записать 

Une + ии + qu— p=O0, (6) 

rye 

p => 0. (7) 
Тогда, определив 17 как 

получим, что й должно удовлетворять уравнению 

Way + Wyy + Qvut+p=O0 (9) 

с граничным условием 

и = 0. (10) 

Поскольку р неотрицательно, а соответствующая функция Грина 
неположительна (это показано в разд. 6 гл. 1), то получаем, что 

w > 0 (14) 
или, окончательно, 

о (х, у) 2 и (т, У). (12) 

7. Монотонноеть 

Теперь мы можем показать, что последовательность {и@ +? }, 

определяемая уравнением 
(4-1) (4-1) — 9+, — [146]? 4 

wer ul ии, [uc] (1) 

с граничным условием 

with — Ff, (x, yer, (2)



rye vO) = f, mpu i > 1 монотонно сходится к решению уравнения 

Их -- Иуу = и? (3) 
с граничным условием 

и =}, (x, у) ЕГ, (4) 

если это решение существует. Прежде всего докажем, что 

usu, i=1, 2,.... (5) 

Мы уже отмечали, что в любой точке имеет место неравенство 

ии — [и] и?. (6) 

Следовательно, 

Ихх + Иуу > 2uu — [и]. (7) 

Определим последовательность функций и равенством 

wth = u— yer, (8) 

Тогда в сйлу (1) — (4) шб* удовлетворяет неравенству 

WED) + wer — 2u wh > 0 (9) 

с граничным условием 

with —0, (x, yer. (10) 

Используя результат из разд. 6, получим 

with > 0, (11) 

и поэтому 

из ий, (12) 

Выведем теперь аналогичное соотношение между ut? nu, 
Положив в (3) и (6) и=и(т, будем иметь 

ибо + и > наи — [ино] (13) 

С граничным условием 

ие =}, - (т, ET. (14) 
Певторяя предыдущие рассуждения, найдем 

и < yn, (15) 

Комбинируя (12) и (15), получим 

и> ие+ь > и > 22> yh, (16) 

т. е. мовотонную сходимость.



8. Максимальная область сходимости 

По поводу изложенного выше интересно отметить, что если 
уравнение имеет решение, то сходимость имеет место при любом 
выборе начального приближения. Таким образом, для данного 
метода последовательных приближений мы имеем максимально 
возможную область сходимости. Отметим еще раз, что в данном 
случае квазилинеаризация приводит к методу Ньютона — Раф- 
сона — Канторовича и при этом сходимость оказывается моно- 
TOHHOM. 

9. Ивадратичная сходимоеть 

Если говорить о вычислительных аспектах, то наиболее важ- 
ным свойством метода квазилинеаризации является квадратичная 
сходимость. Мы покажем, что для рассматриваемой задачи 

Ju—u [Ди — и, (1) 
rye А— некоторая постоянная. Итерационное уравнение можно 
записать в виде 

ие 4 utirt) = [uO]? +2 [usin — и] и, (2) 

где 

и —}, (т, )ЕГ. (3) 

Поскольку 

u? = [uO + Qu fu—u | + [и — и], (4) 

то исходное уравнение 

Ихх - Иуу == И” (5) 

можно представить в виде 

Urea + Uyy = и -- и [и — и] + и—ибр. (6) 
Вычитая (2) из (6) и обозначая 

wm —y—u™ , (7) 

получаем 
wit) + wit) = Риш (шо? (8) 

с граничным условием 

uwitHN—O, (х, у ЕГ. (9) 

Используя функцию Грина, находим 

wt (ar, y=) Rw, yo, y') tw (w, y')Pda’ dy’. (40) 
В



Теперь легко показать, что 

wid (¢, y)<max|w® (x, у) | || |k(x, y, a, b)|dadb. (14) 
R R 

Используя (7), этот результат можно представить в форме 

мень | | и—и® р, (12) 
где А. — некоторая постоянная. 

10. Вычислительные аспекты 

В методе квазилинеаризации нелинейное эллиптическое урав- 
нение $ 

Их» - Иуу = 8 (и) (1) 

заменяется последовательностью линейных задач 

uet) + wet) — g (WO) + (Uet) —u®) в, (и®), (2) 
где (2) удовлетворяет тем же граничным условиям, что и (1). 
Нелинейнбе параболическое уравнение 

Из = Ихх + Uyy + 8 (и) (3) 

решается точно таким же образом, т.е. заменяется последователь- 

ностью задач 

ИН НО ри 4 g (WO) (и — и) ви (и®). — (4) 
Для произвольной функции # (и), не обязательно выпуклой или 
вогнутой, мы могли бы и не получить столь благоприятных свойств 
сходимости, которые мы обнаружили в нашей модельной задаче. 
Однако для достаточно хороших функций # (и) метод квазилинеа- 
ризации сходится к решению, если начальное приближение и) 
выбрано достаточно близко к решению. В большинстве физических 
эадач бывает не очень сложно получить довольно хорошее началь- 
ное приближение. Обычно возникает проблема получения доста- 
точной степени точности. 

Для того чтобы получить приближенное решение ит), мы 
должны хранить в памяти предыдущее решение и®. Однако, если 
шаг сетки не выбран очень малым, объем необходимой памяти 
незначителен. 

11. Пример 

В качестве второго численного примера рассмотрим решение 
уравнения 

Ux + Uyy = e (1) 
на прямоугольнике 0 < х<1,., 0 < у< 1, с граничным усло- 
вием 

и = 0. (2)



После квазилинеаризации уравнение (1) принимает вид 

4 ty . 4 ag UE + ult) — exp (UO) [WET + (1—и®). (3) 
Начальное приближение было выбрано равным 

и —= 0. (4) 

Было получено решение с точностью до четырех значащих цифр, 
как это показано в таблице [ для двух типичных точек. Затем эта 
задача была решена еще раз, на этот раз с граничным условием 

и = 10 (5) 

и начальным приближением 

yy — 6. (6) 

В этом случае для получения решения с точностью до четырех зна- 
чащих цифр оказалось достаточно провести четыре итерации. 

  

  

Габлица Т 

И - 4 4 1 1 tan “(т,=) (=, -=) 

0 0,0 0,0 
1 —0,00707060 —0,00603040 

2 —0,00707072 —0,00605050 

3 —0,00707072 --0,00608050     
Эта задача сначала была решена с помощью квазилинеаризации 

и последовательной сверхрелаксации. Было обнаружено, что опти- 
мальное значение параметра релаксации оказывается различным 
для (3), (4) и (3), (5). Выбор этого параметра не оптимальным обра- 
эом может удвоить число итераций. Более того, этот параметр был 
«оптимальным» лишь в том смысле, что он оставался постоянным 
на всех итерациях. Безусловно, такой выбор не является оптималь- 
ным для каждой конкретной итерации, поскольку функция е"® 
постоянно изменяется от итерации к итерации. Ясно таким обра- 
зом, что итерационные методы решения линейных эллиптических 
уравнений не очень хорошо приспособлены для совместного 
исследования с методом квазилинеаризации. Опнако конечные мето- 
ды динамического программирования и инвариантного погруже- 
ния, по-видимому, идеально приспособлены для целей квазили- 
неаризации.



12. Задачи идентификации 

До сих пор мы рассматривали только одну задачу. Требовалось 
получить численное решение заданного уравнения в частных про- 
изводных, удовлетворяющего заданному множеству граничных 
условий. Предположим, однако, что мы рассматриваем некоторый 
физический процесс, относительно которого известно, что инте- 
ресующая нас переменная удовлетворяет уравнению вида 

Ихх + Uyy = & (м, а), (1) 

где а — неизвестный параметр или вектор параметров. Пусть 
имеется возможность наблюдать данный физический процесс и заме- 
рять значения и в различных точках. На основе этих измерений 
требуется определить параметр а так, чтобы решение уравнения (1} 
согласовывалось с данными наблюдений. 

В других формулировках этой задачи восстановления или иден- 
тификации требуется по данным наблюдений восстановить назаль- 
ные или граничные условия. Задачи восстановления возникают 
в таких различных областях, как изучение распределения лекарств 
в человеческом организме, кардиология, предсказание погоды и др- 

13. Критерий наименычих квадратов 

Рассмотрим следующую задачу. Пусть имеется некоторый физи- 
ческий процесс, который, по предположению, описывается урав- 
нением 

Их Uyy + g (u, a) = 0, (4) 
где 

а = (24, а, ..., а») (2) 

является неизвестным вектором параметров. Будем считать изве- 
стным, что 

и =] (3) 
на границе интересующей нас области. Предположим, что мы про- 
изводим ряд наблюдений этого процесса. Каждое наблюдение 
состоит из значения иг, измеренного в точке наблюдения (5, У}. 

В качестве меры расхождения между наблюдениями и реше- 
нием задачи (1), (2) для данного вектора а будем использовать кри- 
терийи наименьших квадратов: 

L 

S = > [и (ть и) — и’. (4) 

Задача идентификации теперь становится задачей минимизации © 
по всем возможным выборам вектора а. Хотя существует множест- 
во других способов выбора критериев расхождения, удобные 
аналитические свойства критерия наименьших квадратов делают 
его популярным.



14. Метод Ньютона — Рафсона — Канторовича 

Ясно, что если граничные условия и функция # достаточно глад- 
кие, то © является непрерывной функцией от а. Чтобы подчзерк- 
нуть это, перепишем задачу в виде 

L 

min S (a2) = min >) [wu (1, Yi, @)—U)]?. (1) 
a a 1[=1 

Дифференцируя сумму в выражении (1) по а, получим необ- 
ходимые условия минимума: 

os : 
баг = 54 = 0, i=1, 2, ..., К. 

(2) 

Или, вводя знак градиента, имеем 

VS (a) = 0. (3) 

Наш метод состоит в решении (2) [мли (3)] методом Ньютона -- 
Рафсона — Канторовича. 

Определим векторную функцию ] (а) как 

f (a) = VS (a), - (4) 

f (2) = [f; (@)1. (5) 

Сначала разлоким } (а) в ряд Тейлора в окрестности вектора 6 2): 

й (а) = Л (6) - (а — 6) 9В (6)/даи1 -| 

+ (а, — be)lOf, (b)/Oag] + ... - (ак — В) 9Ь (да 1+ ..., 

fo (@) = Ъ (6) + (а — 61) [9Т, (6)/да1 +. ..., (6) 

fr (@) = fn (0) + (a1 — 04) LOf, (b)/da,) 4 .... 

Сохраняя только линейные члены, получаем приближенное выра- 

где 

жение: 

7 (а) = 1 (6) + J (0) (@— 05, (7) 
где J — матрица Якоби: 

J (b) = (lof; (b)/da,). (8) 

Поскольку нас интересуют корни уравнения 

f (a) = 0, (9) 
то из формулы (7) получаем 

a= b — J (b)"'f (b). (10) 

1) Если скалярную функцию от векторного аргумента трактовать как 
обычную функцию многих переменных и положить }; (а) = р $ Ра-— 6), 
то можно получить (6).— Прим. ред.



Так как это значение а является лишь приближением действи- 
тельного значения корня, мы должны применить формулу (10) 
итеративно: 

aitt) = a® — J-1 (a®) f (a). (11) 

Можно ожидать, что сходимость этого процесса будет квадратич- 
ной, т. е. что 

[а— ат? |=0([а—а® [р). (12) 
Поскольку }(а) задана как 

f (a) = VS (a), (13) 
то матрица Якоби обращается в матрицу Гессе: 

7 (6) = (бо). (14) 
Итак, на каждой итерации (14) требуется вычислять Saja, 

и Sa, при? =1,..., Е. Обсудим теперь, как вычисляются эти 

функции. 

‘ 15. Уравнения чувствительности 

Поскольку мы должны вычислять функции Sq, «„ Распишем 

их подробно. Продифференцировав по а; выражение 

5 = > [и (хр, yx) —U)’, (1) 
получим , 

Ба; = 2 a [и (21, Yr) —Uy] Ua; (£1, у) (2) 

и 
L 

Saja; = 2 a, [Ua; (iy Yr) ца; (5, уг) — (и (ть, Yr) — U2) Иаца; (21,1). 

(3) 
Итак, мы ввели функции чувствительности Иа; И Иса Которые 
должны вычисляться в каждой точке наблюдения. Покажем 
теперь, что эти функции удовлетворяют эллиптическим урэвне- 
ниям специального вида. 

Запишем исходное уравнение: 

Ихх + Uyy + g(u, a) = 0. (4) 
Дифференцируя по а;, получаем 

(Ма; хх + (Мо), + и (и, а) Ua; + 8a; (и, а;) =0. (5) 
Продифференцировав еще раз по а »„ получим 

(Ua; aj) sex + (Wa;a;)yy -| gu (u, a) Uo;a; + Suu (u, a) Ug a; + 

+ биа; (и, а) Иа; | Вази (и, а) Ua; + Вала; (и, а) =0. (6)



Поскольку граничные условия, наложенные на и, фиксированы, 
то на границах области имеют место равенства 

Ua; — 0 (7) 

“asa; = 0. (8) 

Заметим, что эти L* + Ё уравнений чувствительности линейны 
й все имеют вид 

хх + Vyy + Ви (и, ава = 0, (9) 

где от уравнения к уравнению изменяется только функция 0. Это 
однообразие мы позже используем. 

16. Квазилинеаризация 

В общем случае исходное уравнение 

И хх | Иуу Е (и, a) = О (1) 

нелинейно. Поэтому для получения численного решения мы поль- 
зуемся квазилинеаризацией. Заменим (1) последовательностью 
линейных уравнений 

исто ur) + gu (u®, a) (ult) — uO] + gu, a) =0. (2) 

Это уравнение, как и уравнения чувствительности, имеет вид 

Vix + Vyy + Bu (U, ор = 0. (3) 

Таким образом, все уравнения, определяемые равенством (2), 
и все уравнения чувствительности отличаются лишь правыми 
частями и граничными условиями. В этом состоит огромное вычи- 
слительное преимущество данного метода. 

В главах 5 и 6 мы видели, что для численного решения урав- 
нений типа (3) требуется решать матричные и векторлые рекур- 
рентные уравнения типа 

Ав = [2Г + О Рь — Api", 

bes = Apt (be +r + Pr) (4) 

с начальными условиями 

Ак = 0, by = vy. (5) 

Здесь выражение Рь выводится из &,, рв из р и Гы из граничных 
условий. Таким образом, ясно, что поскольку А вл не зависит ни 
от правой части р, ни от граничных условий, то матрицы Ав 
одинаковы для последней итерации квазилинеаризации и всех 
[2 -- Г, уравнений чувствительности. Поэтому решение матрич-



ного рекуррентного уравнения 

Ан = [27 -- О- Еь — Api” (6) 

один раз вычисляется, запоминается и используется для построе- 
ния решений всех уравнений чувствительности. Поскольку теперь 
для решения каждого уравнения чувствительности нам достаточно 
вычислить посредством (4) значение Вр и далее получить решение 
с помощью равенства 

Vien = Ayu; + Oj, (7) 

то таким образом мы избавляемся от большей части необходимых 
вычислений. 

17. Пример 

Рассмотрим пример только что описанной общей задачи. Пусть 
дано нелинейное уравнение 

: Une + Uyy + ae = 0 (1) 
с граничным условием 

и = 5. {2) 

Попытаемся найти такие а и 6, чтобы выражение 

Г, 
1 , 2 

S(a, b) =>) [u (x1, у) и 3 
1—1 

было минимальным. Прежде всего, при любых фиксированных a 
и 6 заменим задачу (1) последовательностью линейных зацач 

n+4 n+1 (п) (N41) __ 7, (My (т) ИР -- ист + аехр (Би) -- аб (и u™ exp (bu) =0 (4) 

с граничным условием 

иТЬ =. (5) 

Оптимальные значения а и В определяются решением системы 

So = 0, Ss — 0. (6) 

Используя далее метод Ньютона — Рафсона — Канторовича, 
строим последовательности а” и В” по формулам 

ви = п 7 (а рту ба (а, 5) 
рт) i ре"? —_ (а у ) Sp (a™ | be) ? (7) 

Saa (a,b) Sap (a, b) 

Та, = se (a,b) бы ath : 

где 

(8)



Дифференцируя (3), получаем 

L 

So=2 2 [№ (ту, у) — ий ив (ть, У), 

Г ‘ (9) 

Sp = 2 21 [U (22, Yr) — Uy] Uy (1, Yd) 

и 

Г, 

Saag = 22 [и (x7, Y1)— Uy] Иса (x), Y1) + [Ua (ту, у)", 

L 

Sop =2 > [u (@1, Ys) — Uy] Von (21, Yr) + [Us (21, yd], (10) 

Г, . 

РБ Юва = 2 py [и (ть, у) — ип ивь (ть, Yr) Киа (ть Yr) Uo (X21, у). 

Дифференцируя (1), находим необходимые уравнения чувстви- 
тельности: 

(Иа) хх + (Ua) yy + ep" + abe“Ug = 0, 

(мы) к + (музу + awe” + abe?" wy =0 my) 

(Ива}хх + (Uaa) yy + 2be “Ug -- abe Ugg + ab7e™“uz, = 0, 

(иъь) хх + (Uov) yy + 2ae“uy + Заби?чеиь + 

+ qu2e’% + abe upp + ab?e’“u?, = 0, (12) 

(Wad) sexe + (Vad) yy = ue + bey, -+ ae un, + 

-- абие “и +- афе‘чиаь +. аб?е’“ивиь = 0, 

loa = Uap, 

с грапичным условием 

Ug = Uy = Ugg = Uy = Ugn = OV. (13) 

Заметим, что все уравнения в (14) и (12) имезот вид 

Vax + Vyy + abe™v + p = 0. (14) 

Процедура их решения состоит в следующем. При данных значе- 
ниях а = а" и В = 6" решаем квазилинейное уравнение (4). 
После того как процессе сойдется и будет получено решение 
и (х, у, а”, 5”), запомним матрицы А в по последней итерации 
уравнения (4). С помощью этих матриц решим уравнения чув- 
ствительности (11) и (12) и последнее значение м”* примем в ка-



честве и. Затем вычислим (9) и (10) и, решив (7), получим 

5ъ6 (ат , 6‘ту) 5а (ат, вт) — 5аь (ат), 69т)) 5ъ (ато, фату) 

Баа (а), т) бъь (ато, 69) — [аъ (ато, 6) 2 , 

(15) 
Sab (ат, бт) Sa (ai™, т») — Sop (ато, 6т) Sab (ат), т) 

Saa (a™, 6%) Sop (a™, BOM) — [Sgqp at™, btm) |2 

qn) — ат” __   

  pom — gem — . 

Эта процедура повторяется до тех пор. пока последовательности 
для а‘ и 6” не сойдутся. При этом на каждой итерации преды- 
дущее решение используется как начальное приближение, т. е. 

wo (д, у, а’, Бет) — yO (x, y, a™, B™), (16) 

тде и относится к последней итерации предыдущего шага квази- 
линейной итерации. 

Эта задача была численно решена на единичном квадрате, 
содержащем (15?) = 225 внутренних точек. Результаты решения 
приведены в таблице 1. Все вычисления заняли 8 секунд про- 
цессорногб' времени. 

  

  

Габлица ТТ 

Итерация а (Е) Ь (№) 

0 1,5000 1,5000 

1 1,6819 2,2131 ` 

2 1,6805 2,2686 

3 1,6806 2,2687 

4 1,6806 2,2687     
РаЗНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ 

1. Введем операцию © отыскания стационарной точки, опре- 
деленную следующим образом: S, (f (u)) = f (v), roe в есть пред- 
полагаемое единственное решение уравнения } (и) = 0. Показать, 
что если Г’ (и) нигде не обращается в нуль, то 

Г(и) = 5, 1 (В - (и — ВР (51. 
Когда этот оператор является оператором максимизации и когда 

минимизации? 
? 

2. Показать, что если, кроме того, } (и) нигде не равна нулю, 
то можно записать 

г = 5 [в — 1 (ВГ (rl, 
где г — предполагаемое единственное решение уравнения } (и) =
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Приложение 

Программы для ЭЦВМ 

В этом приложении приведены программы четырех алгоритмов 
и результаты решения контрольных примеров. Хотя в качестве 
примеров выбраны уравнения C постоянными коэффициентами, 
настоящие программы не содержат никаких упрощений, описанных 
в гл. 8. Позтому эти программы легко можно приспособить для 
решения широкого класса уравнений. 

В программах использованы следующие процедуры. 
МУ (А, №, Б, С) — процедура вычисляет произведение квад- 

ратной матрицы 4 на М№-мерный вектор ВБ и помещает результат 
в С. 

ММ (А, №, Б, С) — процедура вычисляет произведение АБ 
№-мерных квадратных матриц. Результат помещается в С. 

MINV (A, N, О, Г, М) — процедура обращает /Л№-мерную 
матрицу А методом Гаусса — Жордана. Здесь Г и М суть №-меф- 
ные рабочие векторы. При выходе из процедуры в О содержится 
определитель матрипы А, ав А — результат обращения. 

Программа 1. Динамическое программирование 

Уравнение Лапласа 

Ихх + byy = 0, 

определенное в квадратной области, решается методом динамиче- 
ского программирования. Матрицы Г — Аки векторы бь строятся, 
как зто было описано в гл. 5, и хранятся на диске. ЧЦроцесе реше- 
ния описывается следующими уравнениями: 

Ав =Г- И+О- Ав", Ак=Г 

bp = [Г — Ав! (Opt, + Tr), by = Uy 

Up = ЦП — Apl Up+t Op.
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о
о
о
 

DIMENSLON A(L5, £9) 8 (15) LL (15). LM(15).68(15).U(15). 
1UL C17) ,URC17) ,UT (iS) -uB(15 
OEFINE FILE 1(240,360, eats 

с 
С ПИТГЕАЕТОАТЕОМ 
с 

100 

10 =
 

103 

-
_
 

Nn
 

10=1 ? 
ВЕЛО (5,100) М.М 
FORMAT (212) 
ВЕДО (5,101) UL 
ВЕАО (5,101) UR 
ВЕАО{5, 101) ur 
REAO(5,101) 
ЕОВМАТ (926.3, и, 826.3) 
МВ11Е (6,103) м,м 
FORMAT(*21 SOLUTLON OF POTENTIAL EQUATION BY ОУМАМ1С РАОбВАММИМС®, / 

1/5110,* POINIS IN X DIRECTION’ s/,110,* POLNTS IN Y OLRECTION® o//) 
DO 1 {f=leM 

DO i J=tem 
A(1I,J}=0. 
DO 2 I=keM 
ALL, TP=1. 
B(1)=uR( 141) 
00 3 КЕТ, М 

NN=N-Ke I 
С 
С COMPUTE I-ALI-1) 
С 

4 

5 

© 

oo 4 I=1, 

ACU TI=ACI, 1243. 
00 5 1=2.м . 
АТГ, ТД) =А( 1, 1-1 )-1. 
А 1-11) АЕ, Е) -1- 
CALL MINV(AsM, Oe LLoLM? 
1F(0.£Q.0.) STOP 

COMPUTE B(I-1) 

00 © 1=\.м 

BBC II=BC1? 
88 (1) =6В8(11+08 (ЧМ) 
ВВ (М) =ВВ (М) +ИТ (мм 
CALL MV(A.M.BB,B) 

IF(K.EQ.N) GO TU 7
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о
о
 

STORE I-A(I-t) AND B(1-4) ON DISC 

00 В [=-1,М 

8 УВИТЕ (1'10) (А(1, 3), =1 м) 
МА 1ТЕ(1'10) {(В(1).1=1,М) 

СОМРОТЕ А(1-1) » x 

DO 9 i=10M 

00 9 J=1,M 

А(Т, 3} =-А(Т, 3) 

00 3 1=ЬМ 

А(Т, 1) =А(Т, Е) +1. 
10 = 10+мМ+1 

WRITE(6,102) UL 
102 FORMAT (LX s9F12.50/ 910%, 8F 12-5) 

DO 10 I=1.M 
10 BB(I)=UL(I+1) 

CALL Mv (A.M, 86,U) 

OO 11 I=hom 

u(1)=uCL)+B(1) 
WRITE(6,102) UB( 1) eU,UT (1) 
ОО 12 К =2 М 

м
 

< 

1 м 

RECALL I-A(1) AND B(1) 

10=10-2* (M41 ) 
p00 13 I=. 

13 ВЕДО(1°1О) (А(т, у), з=ГЫ) 
ВЕДО (1 ТО) (8(3),3=1,м) 

COMPULE U(1) 

CALL MV(A.M,+U,BB) 
OU 14 I=L,m 

14 9(() =68 (1)+8В(Т) 
12 WRITE(6,102) иВ(К), Ц» ИТ(К) 

WRITE(6,110) UK 
110 РОВМАТ (1Х,9Е12.5,/, ОХ, ВЕ12.5,/з’ 1”) 

5108 
ENO
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Программа 2. Преобразование Риккати 

Здесь также решается уравнение Лапласа. В этой программе 
используется только оперативная память. Поэтому можно ожи- 
дать, что программа работает быстрее, чем г предыдущая. Процесс 
описывается уравнениями 

— —1 — 
Ar = [21 + Q ~~ Apntil ’ А м — 0, 

On — Ав (bp —- Tr), 5 n-4 — Им 

Unti = Agua + Op.



0001 

0002 

0003 

0004 

0005 
0006 

0007 
0008 

0009 

0010 

0011 

0012 

0013 

0014 

0015 

0016 

0017 
0018 
0019 
0020 
0021 
0022 
0023 
0024 
0025 
0026 

С 
С 
С 

С 

IN 

100 

101 

103 

ОТМЕМ$ ТОМ А( 15,15, 16) ,В( 15,16} ‚1 15} ,ВВ (15), (17) › ИВ (17) › 
LUT (15) ,UB(15) ,LL(15),LN(15) 

ITLAL IZATION 

READ(5,100) MeN 

FORMAT (212) 

READ(5,101) UL 

READ(5s101) UR 
READ(5,101) UT 

READ(5,101) UB 

FORMAT(I9F6.30/,8F 6.3) 

WRITE(6,103) Nem 

FORMAT('1 SOLUTION OF POTENTIAL EQUATION BY THE RICCATI ITRANSFORMA 
LEION's//,1L0e* POINTS IN X DIRECTION® »/e11L0e" POINTS IN Y DIRECTIO 
24", //} 
DO 1 [=1eM 

ВЕТ, М+1 )=ЦВ (1+1) 

ОО 1 4=1,мМ 

А(Т, 3, №+1 }=О« 

00 2 КК=Е,м 

K=N-KK¢ 1 

С СОМРОТЕ А{ 1+1) FROM A(T) 
С 

>
 

>
 

00 3 [=1,)™ 

DO 3 J=1eM 

АСЕ, 9, К) =-АСТ, 4, К+ 1) 

ОО 4 [=1,М 

А 1, Г.К) =АСТ, Г.К ) +4. 

00 5 [=2,М 

АЕ, 1-1,К)=АСЕ,1-1,К)-1. 

А( 1-1, Е.К) =А (1-1 el eK)-l. 

CALL MINVCAC1, 15K) М, О, LM) 

1F(0-EQ.0.) STOP



С » sc 

С COMPUTE BC(I+1) FROM A(it+1) ANO 8(1) 
С 

0027 00 6 1=1,м 
0028 6 BB(1)=B8(1,K+1) 
0029 BB(1)=BB(1) +uB(K) 
0030 BB(M)=BB(M) +UT(K) 
0031 2 CALL МУ(А(1,1,К),М,ВВ,В(1,К)) 
0032 WRITE(6,102) UL 
0033 102 FORMAT (1%s9F12.5+/510X,8F12.5) 
0034 00 7 1=1,м 
0035 7 и(т) = (1+1) 
0036 00 8 K=1,N 

с 
С СОМРОТЕ 9(1+1) ЕВОМ А(1),8(1) АМО ИСТ) 
с 

0037 САКЕ МУ(А(1,1,К),М,Ц, ВВ) 
0038 00 9 1=1,м " 
0039 9 U(I)=BB(I)+B(1,K) 
0040 8 WRITE(6,;102) UB(K) ,U,UT(K) 
0041 WRITE(6.110) UR 
0042 110 FORMAT(1X%,9F12.55/ 910X,BF12.55/5°1") 
0043 STOP 
9044 END
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Программа 3. Инвариантное погружение 

Эта программа тоже предназначена для численного решения 
уравнения Лапласа. В этом примере для получения решения внут- 
ри области используется сетка с тем же тагом, что и в двух пре- 
дыдущих случаях. Заметим, что одношаговая природа вычисли- 
тельной схемы позволяет ослабить требования к необходимой 
памяти. Таким образом, сначала решаются уравнения 

А; = [27110 -— В,.|*, В, =0, 

5: = В; 84 -Н ГИ, 50 = а, 

и при выбранном К побавляются уравнения 

О + О.Н, UO, = Rp, 
р! = р: + Из рь = 0. 

На последнем этапе вычисляется 

ив = Uye + py.



0001 

0002 
0003 

0004 

0005 

0006 

0007 

0008 

0009 

9010 

0011 

0012 

0013 
0014 

0015 

0016 

0017 

0018 

001$ 

0020 
0021 

0022 
0023 

0024 

0025 

0026 

0027 

0028 

0029 

0030 

0031 

С 
С 
С 

С 
С 
С 

OIMENSION В (15,15) ,0(15,15),\(15,15), ©(15) „и (15), Р(15): 
LUL (15) ,UR(15) ,UT(15) ,UB(15), 1W(15) 2 JW(L 5) 

INITIALIZATION 

READ(5,100) MsNeNN 
100 FORMAT (312) 

КЕАО(5, 101) 
КЕАО( 5,101) ЦВ 
КЕАО( 5,101) UT 
КЕАО (5,101) ЦВ 

102 FORMAT(15F4. 2) 
WRITE(6,102) NeoM 

102 FORMAT(*1 SOLUTION OF POTENTIAL EQUATION BY INVARIANT IMSEDDING! ,/ 
22110," POINTS IN X DIRECTION®,/,110,* POINTS IN Y DIRECTION®) 
ИВ1ТЕ(6,105) ИТ, ИВ, ЧЁ, ИВ 

105 РОВМАТ (/,’ ВОИМОАКУ УАКОЕ$ ОТ,ИВ. ИЕ, МВ, (И, 1х, ВЕ12.5,/,5Х, 7Е 12.5) ) 
DO 1 1=1.M 

P(1)=0. 
S(1) =UL (1) 
DO 1 J=1,M 
U(1,3)=0. 

1 В( 1,4) =0. 
00 9 1=1,М 

9 U(I,1I)=1. 

DO 2 K=149N 

COMPUTE R(I+1) FROM R(T) ` 

00 3 1-1,М 

DO 3 4=1,м 

R(I,9)=-R(1, 3) 

DO 4 I=1eM 

4 В(Г, Г) =В(Т,Г) +4. 

0 5 1=2,мМ 

® (1,11 )-=В(1 1-1) -1. 
5 &(1-1,1)=В(1-1,1)-1. 

САЕЕ МИМУ (В, М, ОЕТ, 19, 4м) 
IF(DET) 13,6,13 

WwW



0032 
0033 

0034 

0035 

0036 

0037 

0038 

0039 

0040 

0041 
0042 
0043 

0044 

0045 

0046 

0047 

0048 
0049 

0050 

0051 

0052 
0053 
0054 

a
a
n
 

о
о
 

о
о
 

СОМРОТЕ $(1+1) РВОМ В(1+1) АМО $(1) 

13 
7 

ОО 7 1=1,М > € 
ИЕ!) =5(1} 
ULC L} =UL CL) tUB(K) 
UL (M4 }=UL CM) +UT(K) 

CALL MV(RM,UL,S) 
IFC K-NNI 2514914 

ADJOIN EQUATIONS FGR UCI) ANO PCT) 

14 

11 

10 
2 

CALL MV(UMeSe UL) 

ОО 11 1=1,мМ 

РЕГ) = РЕГ) +0 СЕ 
САБЕ ММ(В,М, Ц, У} 
ОО 10 Т1=и,мМ 
DO 1Q J=1l.M 

UC ie JP =VC 1s, J) 
CONT INUE 

COMPUTE SOLUTION VECTOR 

12 

110 

104 

CALL MV(UsM, URW) 
00 12 1=1,м 
w(1)=PC1) Ww 1) 
ЧВ1ТЕ( 6,110) NN 
FORMAT(77;* SOLUTION АТ Х=? ,13,//) 
WRITE(6,104) W 
РОВМАТ (//,1Х,8Е12.5,/,5Х,7Е12 „5 :/с!71# 
$ТОР 
END
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Программа 4. Квазилинеаризация 

Здесь для решения нелинейного уравнения 

— та 
Ихх + Иту =U 

используется комбинация метода преобразования Риккати и ква- 
зилинеаризации. Таким образом, программа решает последова- 
тельность линейных уравнений 

4) норе ane 
ur + ul т )— Qu [и] = — [и®)] 

с начальным условием 
я и = 0. 

В распечатке приведены только первые три итерации, посколь- 
ку при последующих итерациях первые пять значащих цифр не 
изменяются.



С 
C QUASILINEARIZATION ANO RICCATI: TRANSFORMATION 
С 

0001 О1 МЕ М5ТОМ А(15,15,16),8В(15,16)},0(15,15),ВВ (15), 0 (17), ив (17), 
л0т (15), 0В (15), (15) ›ЕМ(15) ,00(15) 

0002 6(х) =Х=Х 
0003 GU(X)=2.X 
0004 READ(5,100) MsN,H 
0005 100 FORMAT(212,F10.5) 
0006 КЕАО (5,101) Ц 
0007 КЕАО (5,2101) UR 
0008 READ(5,101) UT 
0009 КЕАО( 5, 101) UB 
0010 10L FORMAT (9F6.35/,8F6.3) 
0011 DO 1 I=1,N 
0012 1 ВЕАО (5,101) (9(1,4),3=1,М) 
0013 ITER=0 
0014 WRITE(6,102) ITER 
0015 102 ЕОВМАТ (1Н1,' ITERATION °212:///) 
0016 МВТТЕ (6,103) UL 
0017 103 РОКМАТ(1Х,9Е12.5,/,А0Х, ВЕ 12.5) 
0018 DO 2 I=1,N 
0019 2 WRITE(6,103) UBC(I) s(U(1eJ) »J= bel) UTC) 
0020 WRITE(6, 103) UR 
0021 ОО 3 1=1,М 
0022 B( leN#1)=UR(I+1) ` 
0023 00 3 J=1,M 
0024 3 A(LleJeN+1)=0. 
0025 13 1ТЕВ=1ТЕВ +1 
0026 00 4 КК=1, м 
0027 К=М-КК+1 
0028 00 5 1=1,м 
0029 DD 5 J=1,m 
0030 . 5 A(1leJeK)=-A(I593,Ke1)



0031 

0032 

0033 
0034 

0035 

0036 

0037 

0038 

0039 
0040 
0041 

0042 

0043 
0044 

0045 

0046 
0047 

0048 
0049 

0050 

0051 
0052 
0053 
0054 

0055 

0056 
0057 

0058 
0059 

0060 

a
 

©
 

11 

10 

12 

DO 6 1=1, М 

ACL of eK) =ACT of K)+4.+H*HeEGU(U(Ks1)) 
00 7 1=2,М » al 

А(Г,1-1,К) =А(Т,Т-Е,К)-1. 

А(Г-1,Г.К)=А(Т-1,1,К}-1. 

CALL MINV(A( Lele K) oMs Oe LL LM) 

1F(0.-EQ.0.) STOP 

DO 8 I=I,M 

BB(1)=B(1,K+1) tH#H*(U(K,1) *GU(CU(K,1) )-G(U(K,1)) ) 
6B(1)=BB(1)+ UB(K) 
BB(M)=BB(M) +UT(K) 
CALL MVC ACL 210K) oMeBB,B(15K)) 

WRITE(6,102) LIER 

МВИЕ(6, 103} UL 

О0 9 Т=и,М 
ВВ (1) =ЦЕ 1+1} 

SUM=0. 
DO 10 K=I.N 

CALL MV( ACL, 1K) .M,BB »UU) 
OG LL I=1.M 

BB(1)=UU(I)+B6(1;K) 
DO 10 I=1,.M 

SUM=SUM+ABS ( (BB(1)-U(K, 1) ) /BB(1)) 
U(Ks1)=88(1) 
ОО 12 1=1,м 

WRITE(6,103) UB(1)s(UCIs3) esJ=19M) ити 

УВТТЕ (6,103) UR 

_1F(SUM.GT.1.E-5.ANO.I1TER.LT.6) GD TO 13 
STaP 

END
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